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Prélogo

Este libro contiene las soluciones de todos los problemas de «Calculusy,
excepto aquellos que ya vienen resueltos al final del mismo texto. Las solucio-
nes fueron redactadas durante un periodo (muy desagradable) de dos meses
y por fuerza ha tenido que haber, aparte de abundantes erratas, algunos erro-
res mds sustanciales. Los errores de cdlculo deben ser, por lo menos, fdciles
de detectar, ya que la mayor parte de los cdlculos son desarrollados con
detalle. Cuando se trate de demostraciones las dificultades serdn mayores,
debiéndose ello en particular a que han sido expuestas con una comcision
que contrasta algo con el estiio del texto. Esto no ha sido motivado sélo por
una economia de espacio, sino que también ha influido la consideracion de
que los libros de soluciones deben utilizarse sélo como iltimo recurso y
de que muchas veces es mds fdcil encontrar una demostracion por uno mis-
mo que captar la escrita por otro. En alguno de los ultimos capitulos se
descubrieron algunos errores en los problemas originales, demasiado tarde
para poder ser corregidos, cuando se .estaban escribiendo estas respuestas;
confio que las soluciones revelen todos los errores que hubieran podido pasar
desapercibidos para el lector.

M. S.






CAPITULO 1

L () x—»E+)=Ex+—NIx+y)=xx+y)+ (—y)(x+y)

= x(x + y)—[y(x + y)] = 2 + xy — [yx + »°]
=2+ xy—xy—y =x2—y.

(iv) (x—9) (@ + xy + ¥*) = 2(x* + xy + ) — [y(x* + xy + )]

=2+ 2y + 23 — [y + 2" + Y] = £ — "

(V) (x—y) (=" + 2"y + 4 2yt 4 )

Spivak 1

— x(xn—l + xn-zy + . + xyn—2 + yn—l)
__[y(xn—l + xn-y + . + xyn—z + yn—l)]
= x" + xn—ly + . + xzyn—z + xyn—l
—_— [xn—ly + xn—2y2 + ...+ xym-l + yn] —_ xn___yn.
(Utilizando la notacién del capitulo 2, esta demostracién puede escri-
birse como sigue:

n-1 n-1 n-1
(x—y)+ X a2 =23 Ayr) — [0 #y)]
i= i= =
n-2 n—1

=x"+ T Aty — [ X 2y + ']
j=0 j=1 :

n—2

= x" + 2 xi-Hyn—l—j_[niz xk+1yn—(k+1) + yﬂ]
k=0

i=0
(poniendo k =j—1)
= x"— yn'
Para una demostracién formal hace falta un esquema de este tipo,
en el cual la expresién (1! + x"%y + ... + xy"% 4 y*!) se sustituye
n-1
por el simbolo Y, x/y"-!-i. Digamos de paso que hemos utilizado otras
j=0
manipulaciones justificables todas ellas mediante razonamientos in-
ductivos.)



3.

4.

5.

(iv)

(ii)
(iv)
(vi)
(viii)

(x)
(xii)
(xiv)

(ii)
(iv)

(vi)

(viii)

(x)

(a/b) (¢/d) = (ab™") (cd™) = (ac) (b7'd™) = (ac) (bd)™* (segun (iii))
= (ac)/(bd).

Todo x.

x>30x<l.

x>[—14¥51/2 o x<[—1—¥5]/2.
Todo x, ya que 2+ x + 1 = [x + (1/2)]* + 3/4.
x>V2 o x< Y2

x<l1.

x>1 o x<—1.

b —a est4 en P, de modo que —a—(— b) esta en P.

b—a esti en Py c estd en P, de modo que ¢(b —a) = bc — ac esta
en P.

Si a> 1, entonces a >0, de modo que a*>a - 1, segin la parte (iv).
Sia=0 o0 c=0, entonces ac = 0, pero bd > 0,~con lo que ac < bd.
En otro caso tenemos ac < bc < bd al aplicar la parte (iv) dos veces.

Si a<b fuese falso, entonces o bien a = b o bien a>b. Pero si
a=b, entonces a*=b? y si a>b >0, entonces a*> b? segun la
parte (ix).

6. Si a<b, entonces

_a+a<a+b<b+b=

) 2 2 .

Si 0<a<b, entonces a*<ab segin el problema 5(iv), de modo que
a<< vab, segun el problema 5(x). Ademas, (a— b)*> 0, con lo que

a + b*> 2ab,
a® + 2ab + b*> 4ab,
(a + b)*> 4ab,

de modo que a + b>2 Vab.

7. (@) Si x>0 e y<0, entonces x>0 e y*< 0 (puesto que n es impar)

y las relaciones analogas se cumplen si x <0 e y > 0; ninguna de las
dos alternativas podra por lo tanto ser valida si x" = y". Ademds, si
x" = y* y x,y<<0, entonces (— x)* = (—y)*; asi pues, si el enuncia-
do es valido para numeros positivos, entonces — x = — y, y en conse-
cuencia x = y. Basta pues considerar el caso x,y > 0. Si esto ocurre,
x <y implica x* <y", y lo analogo se cumple si es y <x, de modo
que ninguna de las dos alternativas puede ser véalida.



10.

11.

12.

3

(b) Si xy>0 o x,y<0, entonces x =y, como en la parte (a). Si x<0
e y> 0, entonces (— x)" = y", ya que n es par, de modo que — x = y;
lo andlogo vale si es x>0 e y<<0.

Dos aplicaciones sucesivas de P’12 hacen ver que si a<<b y ¢ <<d, enton-
ces a+c<b+c<b+d, de modo que a+ c<b + d, segun P’'11. En
particular, si 0<b y 0<d, entonces 0<b + d, lo cual demuestra P11.
Se sigue de ahi, ademas, que si a <0, entonces —a>0; ya que si —a <0
se cumpliera, entonces 0 = a + (—a) <0, en contradiccién con P’'10. En
consecuencia, cualquier ndmero a satisface exactamente una de las con-
diciones a =0, a>0, a<0, la ultima de las cuales equivale a —a>0.
Esto demuestra P10. Finalmente, P13 hace ver que si 0<a y 0<c, en-
tonces 0 < ac, lo cual demuestra P12.

i) |a|+|b|—|a+b].
(iv) x2—2xy + y~

(i) x—1 si x>=1;
1—x si 0<<x<];
1+ xsi—1<x<<0;
—1—x si x<K{—1.

(iv) a si a>=0;
3a si a< 0.

(i) —5S5<x<l1l.

(iv) x<<1 o0 x>2 (la suma de las distancias desde x a 1 y a 2, es igual a
1 precisamente cuando 1 < x<{2).

(vi) Ningdn x.

(viii) Si x>1 o x<-—2, entonces la condicién se convierte en

(x—1)(x+2)=3, 0 x*+ x—5 =0, cuyas soluciones son (—1+ »21)/2
y (—1— 21)/2. Puesto que el primer valor es >1 y el segundo
es <—2, ambos son soluciones de |x—1]| - |x+ 2| =3. Para
—2<x<1, la condicién se convierte en (1—x)(x+2)=3 o
x>+ x4+ 1 =0, la cual carece de soluciones.

(i) |1/x] - x| =1(/x)- x| (por (i)) =|1] =1, de modo que
| Vx| =1/ x|

(iv) |x—y|=|x+ (= |<ix|+|—y|=[x]+]y]

(vi) El intercambio de x con ¥ en la parte (v) proporciona |y|—]|x|<C
< |x—y|. Al combinar esto con la parte (v) se obtiene |(|x| —|y|)|<<

<lz—vyl
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13. Si x <y, entonces |y—x|=y—x, conloquex+y+|y—x|=
=x+y+y—x=2y, lo cual es 2 max (x,y). El intercambio de x con y
demuestra la férmula cuando x >y, y el mismo tipo de razonamiento
vale para obtener min (x,y). Aplicando lo anterior se obtiene también,

+z+y—z y+z+ly—z
prretb—d prerbod

2
max (x, y, z) = max (x, max (y, z)) = 3
_ly—zl+y+z+2x+|y+z+|y—z|—2%
bt 4 3 .
14. (a) Si a>=0, entonces |a| =a=—(—a) ='|——a],ya que — a < 0. Susti-

tuyendo a por — a se obtiene la igualdad para a << 0.

(b) Si |a|<b, entonces es claro que b >0. Pero |a|<<b significa
que a<.b si a >0, y por supuesto a<_ b si a <<0./Anidlogamente,
| a| < b significa que —a < b, y en consecuencia —b < a, sia<o0,
y de seguro — b <{a si a > 0. Asi pues, —b < a<b.

Reciprocamente, si —b < a<b, entonces |a|=a<{b si a =0,
mientras que |a]| = —a<<b si a<<O.

(c) Partiendo de —|a|<<a<<|a|y —|b|<<b<|Db]|, se sigue que

—(la|+|bh<a+b<|al+]b],
de donde [a+b{<|al+|b].

15. (a) Si x*+xy+3»*=0, entonces ¥*—» = (x—y)(x* + xy + »?) =0, de
modo que x = y. Pero en este caso, x* + xy + y> = 32*5£0, puesto
que x>0, lo cual es una contradiccién. La otra desigualdad se de-
muestra de modo analogo.

(b) De las desigualdades conocida y supuesta
x4+ 2xy +y* >0,
2+ xy+ y* <0,

se sigue, al restar, que xy >0. Pero esto implica que x* + xy + >0,
contra lo supuesto.

(c) Partiendo de

42 + 8xy + 4y° >0,
4x + 6xy + 4y* <0,
se seguiria que 2xy >0, en contra de la desigualdad supuesta, lo

mismo que en la parte (a). La otra desigualdad se trata de modo
analogo.



(d)

16. (a)

(b)

(©

De
(x + y) =x* + 45y + 6x* + 4xy* + ¥4 >0,
v X4+ By+ A4+ x4+ ¥y <0,
se sigue que
0 < 3x%v + 5x%% + 3xy® = xy(322 + S5xy + 3y?).

Si x e y no son ambas 0, entonces la expresién entre paréntesis es
positiva, segiin la parte (c), con lo que xy >0y x e y tienen el mis-
mo signo. Pero esto implica que

xt+ Xy + 2+ 2y + 9 >0,
lo cual es una contradiccién.
Si
2+ y=(x+yP=2+2xy + »,
entonces xy = 0, de modo que x =00 y = 0. Si
X+y=x+yr=2+ 3%+ 3x* + 5%,
entonces 3xy(x + y) =0, de modoque x=00y=00x=—3y.
Si
X4y = (x 4+ y) =2+ 45y + 657 + 4xy? +
entonces
0 = 4x°y + 6x%7 + 4xy® = xy(4x* + 6xy + 4y?),
de modo que x =0 o y = 0 segun el problema 15(c).
Si
x4+ ¥y = (x + y) = x° + 5x'y + 102%* + 10x%° + 5xy* + 95,
entonces
0 = 5x'y 4+ 10{c3y2 + 10x*y® + Sxy*
= Sxy(x® + 2%y + 2xy* + ¥°),
de modo que xy =0 o
B+ 2x% 4+ 2xy* + y* = 0.
Restando esta ecuacién de
(x+ y) =2+ 32 + 3xy* + »*

obtenemos



17. (a)
(b)

(c)

(d)
(e)

18. (a)

(b)

(x + 9P = 2y + x3° = xy(x + ¥).

Asi pues, o bien x + y =0 o (x + y)* = xy; la ultima condicién im-
plica que x* + xy + * =0, con lo que x = 0 0 y = 0 seguin el proble-
ma 15(a). Por lo tanto x=0o0y=00x=—y.

Es una comprobacién directa.
Tenemos
b 2 2 b2
xz+bx+c=(x+-§-) + (c———4—) >c—74—;

pero ¢ —b*/4>0, de modo que x* + bx + ¢> 0 para todo x.

Apliquese la parte (b) poniendo y en vez de b e »* en vez de c: se
tiene b* — 4c¢ = y*— 4y < 0 para y%0, de modo que x* + xy + >0
para todo x, si y%40 (y de seguro x* + xy + *> 0 para todo x 0
siy=0).

a debe satisfacer («y)?—4y*<0, 0 ’<4,0 |a|<2.
Por ser
b\? b? b?
2 = — —_—— ) > ——
X4+ bx+c (x+2)+(c 4)/c T
y puesto que x® + bx + ¢ tiene el valor ¢ — b?%/4 cuando x = —b/2,

el valor minimo es ¢ — b%/4. Puesto que
b
ax2+bx+c=a(x2+—x+—(i),
a a

el minimo es
a c b* ) —c b?
(a da® ) 4a
La igualdad sale por comprobacién directa. Al ser (xy,— x,3,)* >0,
se desprende inmediatamente la desigualdad de Schwartz.

Las demostraciones cuando x; = iy, ¥ X, = 4y, 0 ¥ = y, = 0, son di-
rectas. Si un tal 2 no existe, entonces la ecuacion

Wy 4+ 90t) — 20y + xy.) + (22 + 37 =0
carece de solucién en i, de modo que por el problema 17(a) tenemos
2000 + xy) 1?47 + )
[ (o + y) ] o (® + ¥
lo cual proporciona la desigualdad de Schwartz.

’
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(c) Tenemos 2xy < x* + »? ya que 0 < (x—y)® = x*— 2xy + y% Asi pues

(1) Zah P, S
S »

Vi +x2 vyr+yd P+ %) OF+ )
@) 25s <X 4
~ ’

VAR+x2 Vi 4y (P4 xh) 2+ D)

al sumar se obtiene
2(x,y1 + %5¥5)

<
VxiE+xd Voylr+ oyl

(d) En la parte (a), la igualdad se cumple solamente cuando x,y, — x,5,=0.
Una posibilidad es y, =y, =0. Si 3,740, entonces x, = (x,/y,)n ¥
también x, = (x,/y,)y.; analogamente, si y, 7 0, entonces i = x,/¥,.

La demostracién de la parte (b) proporciona ya el resultado
deseado.

En la parte (c), la igualdad se cumple solamente cuando se cum-
ple al mismo tiempo en (1) y en (2). Al ser 2xy = a? + j® solamente
cuando 0 = (x—y)* o sea x = y, significa esto que

X _ Vi
VxR +xt Wyl + oyl
de modo que podemos elegir 4 = ¥/ x2 + x2/¥ y? + y

para i=1, 2,

19, 20, 21. Véase el Capitulo 5.
22. Segun el problema 20, tenemos |x/y — x,/y, | < e si

. €
]x—-——x,,]<m1n (m, 1)

Il 1 €
y o wl 2Alx|+1)°

y lo dltimo se cumple, segun el problema 21, si

| %o €| %[ )
2 x|+ )

[y—yn[<min(

23. (a) Para k =1, la ecuacién es a;, + a, = a, + a,. Si la ecuacién se cumple
para k, entonces

(a+.. . +a)+a=la+ ... +a)+au] + ay.



24.

= (@ + ... + &) + (@1 + arya) por P1
a+ ...+ a, + (G + Gyr)
ya que la ecuacién se cumple para k
a+ ... + Gy segun la definicién de
G+ .. + Qs

i

(b) Para k =1 la ecuacién se reduce a la definicién de a, + ... + a;. Si

(c)

la ecuacién se cumple para &k <#, entonces

@+ ...+a)+ (@t ... +a)=(a + .. +a] + ap4)
+ (agye + ... + a)
seglin la parte (a)

=(a;+ ... + &)
+ (ax1 + (@42 + ... + a,)) por P1
=@+ ..+a)+ @+ .. +a)
segun la definicién de a,,; + ... + a,
=a+..+a, por hipétesis.
La demostracién es por «induccién completa» sobre k (véase el
Capitulo 2). El aserto es claro para k = 1. Supéngase que se cumple
para todo ¢ < k. Entonces
s(ay, ..., ap) = s(ay, ..., a5) + " (Apy1y --r W)
=(@+..+a)+ @+ ...+ a) por hipétesis
=a + ...+ a por la parte (b).

P2, P3, P4, P6, P1, P8 resultan evidentes sin més que observar las tablas. Se
presentan ocho casos para Pl y este numero puede incluso reducirse: al
cumplirse P2, resulta claro que a+(b+c)=(a+b)+csia b, oc
es 0, de modo que bastard comprobar el caso a = b = ¢ = 1. Una obser-
vacién andloga puede hacerse para P5. Finalmente, P9 se cumple para
a=0,yaque 0-b =0 para todo b, y para a=1, ya que 1+*b = b para
todo b.



CAPITULO 2

1. (ii) Al ser I* = 1% la férmula es valida para n = 1. Sup6ngase que sea
vélida para k. Entonces
A+ . +E+[k+11P=0+ ..+ kP+20+ ..+ Kk)(k+ 1)+ (k+ 12
. k(k +1)
=1“+...+k3+2——-—2———(k+1) + (k+ 1y
=P+ .+ B+ (22 + k) + (BB +2k+1)
=D+ .+ & 4+ (k+ 1),
con lo que la férmula es vélida para k + 1.
2. (i)
Y QRi—1P=1+3F+ ... +Qu—1p
i=1
=[EP4+224+ . 4+ @uP]—[22+4+ 6+ ... + 2n)]
=[P+22+ ..+ 2upPl—4[1+ 22+ 3+ ... +n?]
_ 2n(2n+ 1)(4n + 1) dnn+1)2n+1)

6 6
_2Qn+ ) [4n+1—2n + 1)]
- 6
_ n2n+ 1)(2n—1)
= 3 .
3¢ n n\ _ n! + n!
- (@) (k—-1)+(k)“(k—1)s(n—k+1)! kl(n—k)!
. kn! (n+1—k)n!
—k!(n+1———k)!+k!(n+1—k)!
_ (n-}-l)n' _ 11+1
”k!(n+1—k)!'( k)
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(b)

(©)

(d)

Claramente ( % ) es un ntmero natural. Supéngase que( ; ) es un

numero natural para todo p << n. Al ser

n+1}) _ n n)
= + ara <n,
( p ) (P-I) (P pare P

se sigue que (n; 1) es un numero natural para todo p < n, mien-

tras que (Z i i) es también un nimero natural. Asi pues, ( n ;‘ 1)

es un numero natural para todo p<Cn + 1.

Existen n(n—1)- ... - (n—k + 1) k-tuplas de enteros distintos elegi-
dos entre 1, ..., n, ya que el primero puede ser elegido de n maneras,
el segundo de n— 1 maneras, etc. Ahora bien, cada conjunto forma-
do exactamente por k enteros distintos, da lugar a k! k-tuplas, de
modo que el mimero de conjuntos serd n(n—1)+ ... (n—k + 1)/k!

=(z)

El teorema del binomio resulta claro para n = 1. Supdngase que

i=0

n
(a+byr=Y ('; ) ar-i i,
Entonces

(@+ by =@+ b)(a+by=(@+b)Y (’;)a""b’

i=0

= z”: (n ) ari-1pl 4 i (n )an—1b1+1
=0\ ] 1

=0

I

i (’; ) a-1pl 4 ;E: ( "l)a"“"b’

i=0 -
(hemos sustituido j por j —1 en la segunda suma)
n+l

=Y (n ;}- 1) ar+i-1 pi segun la parte (a),
i=0

con lo que el teorema del binomio es valido para » + 1.

j==0

© () 2=1+1p=7Y (’]“)
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(i) 0= +—1r= 3 (—1) (’; )

S. (ii) Partiendo de
(k + 1) — k5 = 5k* + 10k% + 10k* + 5k + 1 k=1,..n

obtenemos

(n+1)5——1=5(§; k*) + 10 (é,kz) +10 (glkZ) +5 (kﬁ_lk ) +n

de modo que

Cow o (n+2 1
(e 1p—1—10(F 4 2 B oM DINEY et D)

n 2 4 6 - 2
Z, 5
_ n® + nt + nw n
5 T2 T3 T30
(iv) Partiendo de
1 1 2k + 1
—_—— = k= 1, N (4
Kk (k4 1y k¥(k + 1)
obtenemos
1 o 2k +1
Z

T (m+ 1y SRk ¥ 1

6. La demostracién es por induccién completa sobre p. El énunciado es
valido para p = 1, ya que
n(n + 1) n?
k= 7 +1/s

Supdngase que el enunciado sea vélido para todos los niimeros natura-
les << p. El teorema del binomio proporciona las ecuaciones

M

k

]
-

(k + 1y —k*+ = (p + 1)k? 4+ términos que encierran potencias inferio-

res de k.
Sumando para k = 1, ..., n, obtenemos
n + 1.p+1 n n
—(————)—-——- = 3, k* + términos que encierran ), k" para r < p.
p+1 k=1 k=1

Por hipétesis, podemos poner cada Z k™ en forma de una expresién con-
=1



12

10.

13.

14.

teniendo potencias n* con s <{ p. Se sigue que

: (n + 1% . . .

3, k* = —————— + términos que encierran potencias de » menores que
k=1 r+1 P

p+1

Supéngase que A contiene 1, y que A contiene n + 1 si contiene n. Si A
no contiene todos los niimeros naturales, entonces el conjunto B de nu-
menos naturales quc no estdn en A es distinto de (/. Por lo tanto B tiene
un elemento minimo 1, Ahora bien, 1,7 1, ya que A contiene 1, de modo
que podemos poner #n, = (1,— 1) + 1 donde n,— 1 es un numero natural.
Pero n,— 1 no estd en B y por lo tanto n,— 1 estd en A. Por hipétesis,
n, tiene que estar en A, con lo que », no estd en B, contra lo supuesto
(Digamos de paso que el aserto de que un nidmero natural ns1 puede
ponerse en la forma n = m + 1 para algin namero natural », puede ser
demostrado a su vez por induccién.)

Que 1 estd en B es claro. Si k esti en B, entonces 1, ..., k estdn todos en
A, de modo que k+ 1l estien Ayasil, .., k+ 1 estan en A, con lo que
k + 1 esta en B. Por induccién (ordinaria), B = N, asi que también A = N.

(a) Si v2 + V3 fuese racional, entonces (42 + ¥/3)* serfa ciertamente
racional. Asi pues, 5+ 2 6 seria racional y en consecuencia » 6
seria racional, lo cual es falso.

(b) Si ¥6— v2Z — V3 fuese racional, lo mismo ocurriria entonces con
[VE—(vZ+ VI =6+ (VZ+ V3P—2V6(V2+ V3)
=11 +2V6[1— (V2 + V3.

Asi pues, /6 [1— (/2 + ¥/3)] seria racional, con lo que igualmente
lo serfa

(V6[1—(VZ+ VDI =6[1—(V2 + ¥
=6[6—2(VZ + ¥3) + V61
De este modo
V6—(WZ4+V3) y V6—2(W2+V3)

serian los dos racionales, lo que implicaria que V2 + ¥/3 fuera ra-
cional, en contradiccién con la parte (a).

(a) El aserto se cumple para m = 1. Si se cumple para m, entonces



(b)

15. (a)

(b)

(c)

16. (a)

(b)

()
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(p+ V@™ =(p + V@) (a+ b Vg) = (ap + b) + (a + pb) ¥4,
con lo que ap + b y a + pb son racionales.
El aserto se cumple para m = 1. Si se cumple para m, entonces
(p— V@ =(p — Vg (a—bVg) =(ap+b)—(a+ pb) ¥,
mientras que

(p+ Y@ =(ap + b) + (a + pb) Vg

segun la parte (a).

La desigualdad (m + 2n)?/(m + n)*> 2 equivale a
m? 4 dmn + 4n’ > 2m? + dmn + 213,
o simplemente 2n®> n?
La segunda desigualdad equivale a
n*[(m + 2nf —2(m + n}] <(2n*—m?) (m + n)’,

n¥(2n: — m?) < (2n? — m?) (n® + [2mn + m?]),

0 < (2n? — m?) 2mn + m?).

Inviértanse todos los signos de desigualdad en la solucién de la par-
te (a).

Sea m; = m + 2n y n, = m + n. Elijase ahora
m =m + 2nm, = 3m + 4n,
n=m+ n =2m+ 3n

Supéngase que todo nmiimero < n puede expresarse como producto
de numeros primos. Si n>1 no es primo, entonces n = ab siendo
a y b menores que n. Segun lo supuesto, a y b son ambos productos
de numeros primos, con lo que también lo es n = ab.

Si v = a/b, entonces nb® = a?, con lo que las descomposiciones en
producto de factores primos de nb* y de a* deberan coincidir. Ahora
bien, cada nimero primo debe aparecer un niimero par de veces en
la descomposicién de a® y en la de b* y por lo tanto deberd ocurrir
lo mismo con la descomposicién de n. Esto implica que n es un
cuadrado perfecto.

Repitase el mismo razonamiento haciendo uso del hecho de que
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(d)

17. (a)

(b)

cada numero primo entra en a* y en b* un ntimero de veces que es
multiplo de k.

Si py, ..., p, fuesen los tinicos niimeros primos, entonces p,* p,* ...
+ p, + 1 no podria ser primo, ya que (siendo distinto de 1) es mayor
que cada uno de ellos, de modo que tiene que ser divisible por un
namero primo. Pero es claro que este niimero primo no es ninguno
de los p,, ..., p,, lo cual constituye una contradiccién. (Esta demostra-
cién, a pesar de ser por reduccién al absurdo, proporciona alguna
informacioén positiva: Si p;, ..., p, son los n primeros niimeros primos,
entonces el primo que ocupa el lugar n + 1 es <p,*ps* ... *p, + 1.
Sin embargo, p,* p.*...* p, + 1 no tiene que ser necesariamente
primo; por ejemplo, 2-3-5-7 -11+13 + 1 = 30.031 = 59 X 509.)

Supéngase que es x = p/g donde p y g son numeros naturales pri-
mos entre si. Entonces

n n—1
AR
q q

con lo que
*) PP+ a,plg+ ...+ aqt=0.

Ahora bien, si ¢ + 1, entonces g tiene por lo menos un divisor
primo. Este divisor primo divide a cada uno de los términos de (*)
que siguen a p", con lo que también deberd dividir a p". Dividira
por lo tanto a p, lo cual es una contradiccién. Asi pues, g = + 1, lo
que significa que x es entero.

Poniendo las distintas potencias de x = 2%¢ + 2%¢ en términos de
7 = 2%, se obtiene la siguiente tabla de coeficientes.
7’ 7 7 7 4 7

2 1

xt 1 1

2 2 1 2

x8 2 6 6 2

xA 2 8 12 8

x5 40 40 20 4 2 10

x8 12 24 60 80 60 24

Podemos pues hallar ntimeros a, ..., a; tales que
Xt+ax*+axt+ax*+ax*+ax+a=0

sin mas que resolver las ecuaciones a, + 2a, + 2a; + 40a; + 12 =0,
etcétera. Resulta que

X —6xt—4x° 4+ 12x2—24x—4 = 0.



15

La parte (a) implica que x es o bien irracional o bien entero y es
facil ver que x no es entero, ya que 14<v2<15y 12< §2<1,3,
con lo que 2,6 < v2 + J2<28.

Es éste uno de los problemas en los que un poco de artificio,
cosa quiza a veces peligrosa, puede ahorrar mucho trabajo. La ecua-
cién en x puede también obtenerse observando que v 2 + /2 satis-
face claramente la ecuacién

[(x— V2P —2][(x + V2P —2] = 0;

al operar en el primer miembro, se obtiene
(x—2P +4—2- [(x— V2 + (x + V2)]

=(x—2P+4—2[2x°+ 12x] (las potencias impares de x

se destruyen)

= 20— 6x' — 4x° + 124" — 24x — 4.
Este método se basa, por supuesto, en la observacién de que la
ecuacién en x = /2 + {2 debe también tener por raiz — v/2 + /2
(una idea de por qué esto tiene que ser asi puede hallarse en el
problema 24-8).

19. Al ser
~/_ /8 1
e e
NG 5
(55 (455 5
V5 vy

la férmula es valida para n =1 y para n = 2. Supéngase que es valida
para todo k<mn, donde n > 3. En tal caso es valida en particular para
n—1y para n—2, con lo que

a, = an_a + An_y

(1+2v’5)"—“_ (1—24'5‘)n-=+ (1+2~/§)n1 (1—24?)n—1

V5
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(A45)" (14 185) (1557 (1, 155)

_ 2 2 2 2
- J5
) ( 1+2~/§)"—2 ( 1+2~/5—>’_ ( 1——2~/§)"-9 ( 1—;/5—)5
B V5
=(1+2~/?)" (1-—245)"
V5
20. (a) Si g, = ... = a, entonces se cumple la igualdad. Si se sustituye aq; y

a; por (a; + a;)/2, la media aritmética A, permanece inalterada, mien-
tras que G, se convierte en

n

G".V(a;+a, )(a;+a, )

G, =

a,a;

2

Al repetir este proceso suficiente nimero de veces se llega a tener
todas las g; iguales, con lo que existe una sucesién de medias geo-
métricas.

v
) 2
>G,, ya que (M) > aa; segun el problema 1-6.

G"< Gﬂlg‘Gn” < ces <G"(k) =

(b) Sabemos que G,<CA, cuando n = 2. Supédngase que G, < A, para
n = 2* y sea m = 2% = 2n. Entonces

Gro=Va-.. = Vx/a1 @, ~/a,.+1 N
va ... a, + ~/an S
<— 5 i aplicando G, < 4,
&+ ..o ta aat..tan,
n + n
< 3 segun lo supuesto
a+...+a =4,
2n
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(c) Aplicando (b) a estos 2™ miimeros se obtiene, para k = 2™ —n,

@+ ...+ a,+ kAn]a’“
zm

(a,- --.-a,.)(A,.)"é[

nA, + kA, 12"
- ™ J = (4",
con lo que

G @ <(AF = (A

21. Puesto que a**' =gqg"-a=a"'ad', la primera ecuacién se cumple para
m = 1. Supéngase que a*t™ = a" - a™. Entonces

arHmtl) = gittmiH = gnim . g por definicién
=(a"-am™)-a
=a"+(a™*a)
= q" - g™+ por definicién,

con lo que la primera ecuacién se cumple para m + 1.
Al ser (a")! = a" = a™!, la segunda ecuacién se cumple para m = 1.
Supéngase que (a*)™ = a"™. Entonces

(a") ™ = (a*)™ - a* por definicién
= q"™ . gq*
—_ anm+n
= qnrim+y,

22. Al ser
1 b+c)=b+c por definicién
=1-b+1-c por definicién,
el primer resultado es valido para a = 1. Supéngase que a* (b + ¢) =
=a-*b +a-c para todo b y c. Entonces ’

(a+1) (b+c)=a-(b+c)+(b+c) por definicién
=(a*b+a-c)+ (b+c)
=(a*b+b)+(ac+c) por Pl y P4
=(@a+1)'b+(a+1)c por definicién.

La ecuacién a+1 = a vale para a =1 por definicién. Supéngase que
a -1 = a. Entonces

(a+1)1=a-14+1-1 por definicién
=a+ 1.

SPIVAK 2
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Para b =1, la ecuacién a+* b = b - a es consecuencia de a*1 =gq, que

acaba de ser demostrada, y de 1-a = q, que vale por definicién. Supén-
gase que a* b = b - a. Entonces

23. (a)

(b)

ab+D=a*b+a-1l
=a*b+a
=b-a+a
=b+1)a por definicién.

(i) Esta claro.

(ii) Esto esta claro, ya que 1 es positivo, y si k es positivo, enton-
ces k + 1 es positivo. '

(iii) Esta claro que 1 pertenece a este conjunto. Si para el mismo no
se cumpliera la condicién (2), existiria entonces en el conjun-
to algin k con k + 1 = 1/2. Pero esto es falso, ya que k = —1/2
no es positivo.

(iv) Este conjunto contiene 4, pero no 4 4 1.

(v) Al estar 1 en A y en B, también estd en C. Si k estid en C, en-
tonces k estd a la vez en A yen B, con lo que k + 1 esta en A
y en B, de modo que k + 1 estd en C.

(i) 1 es un numero natural, puesto que 1 estd en todo conjunto
inductivo, por la misma definicién de conjunto inductivo.
(ii) Si k es un numero natural, entonces k estd en todo conjunto

inductivo. Asi pues, k + 1 estd en todo conjunto inductivo. Por
lo tanto, k + 1 es un numero natural.



CAPITULO 3

1. (i) x/(x + 1) (para x3£0, —1).
(iv) 1/l +x + v) (para x + y£ —1).
(vi) Para todo c, ya que f(c - 0) = £(0).

2. (ii) Para y racional entre —1y 1, y para todo y con |y | > 1.
(iv) Para todo w con 0 <<w 1.

3.() {x:—1<<x1)
@iv) {—1,1}

4, (ii) sen?y.
(iv) sen £.

5. (ii) soP.
(iv) Sos.
(vi) so(P 4 PoS).
(viii) PoSos+soS + Poso(S + s).

6. (a) Poéngase

’fjl (x —x)
Jeat

flx) = -
H1 (x; — xy)
¥

(b) Poéngase N
f(x) = ’Z_Ilalf.(x)

19



7. (a)

(b)

(©

(d)

8. Si

n n (x _xj)
— a H ———————
i=1 i1 (X—xy)
isei

Si el grado de f es 1, entonces f es de la forma
f(x) =cx+d= c(x—a)+(d+ ac),

de modo que podemos poner g(x) =c y b =d + ac. Supbéngase que
el resultado es valido para polinomios de grado < k. Si f tiene grado
k + 1, entonces f tiene la forma

f(x) = ap, X" + ... + ax + a,

Pero la funcién polinémica h(x) = f(x) — ap.(x—a) tiene grado
< k, de modo que podemos poner

f(x) — apo(x—a) = (x—a) g(x) + b,

f(x) = (x—a) [g(x) + @] + b,

con lo que tenemos la forma requerida.

Por la parte (a), podemos poner f(x) = (x —a) g(x) + b. Entonces
0=f(a)=(a—a)gla) + b =1,

de modo que f(x) = (x — a) g(x).

Supéngase que f tiene n raices a, ..., a,. Entonces segun la parte (b)
podemos poner f(x) = (x — a) g(x) donde el grado de g(x) es n—1.
Pero

0= f(ﬂz) = (az"‘al) gl(a‘.’);

de modo que g(a,) =0, ya que 4,5 a,, Podemos pues escribir
f(x) = (x —a,) (x — @) g%,
donde el grado de g, es n— 2. Prosiguiendo de esta manera, obtene-
mos que
fX)=(x—a)(x—a)" ...  (x—a,)
para algin nimero ¢ 0. Esta claro que f(a)540 si as%a,, ..., a,
Asi pues, f puede tener a lo sumo n raices.

Si f(x) =(x—1)(x—2)+ ... (x—n), entonces f tiene n raices. Si
n es par, entonces f(x) =x"+ 1 no tiene raices. Si n es impar,
entonces f(x) = x" tiene una raiz dnica, que es 0.
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ax+ b
a cx+d)+b

x = f(f(x)) = p——
c(cx+d)+d

para todo x, entonces
(ac + cd)x* + (d®*—a®)x—ab—bd =0 para todo x,

de modo que

ac +cd =0,
ab + bd =0,
d? —a® =0.
Se sigue que a =d o a = —d. Una posibilidad es a =d =0, en cuyo

caso f(x) = b/(cx), que satisface f(f (x))=x para todox40.Si a =d#0,
entonces b =c =0, con lo que f(x)=x La tercera posibilidad es
a+d=0, de modo que f(x)=(ax+ b)/(cx—a), la cual satisface
f(f(x)) = x para todo x5 a/c. Estrictamente hablando, podemos aiiadir
la condicién f(x) £ a/c para x 3 a/c, lo que significa que

ax+b a
cx—a c
oa+ bc#0.
(a)
CAnB=CA.CB’
Cros=1—C,
CAUB=CA+CB—CA'CB'

(b) Péngase A = {x: f(x) = 1}.

(c) f=1 siysélosif(x)=00 1 para todo x; siendo asi, puede apli-
carse ahora la parte (b).

(a) Para las funciones f que satisfacen f(x) > 0 para todo x.
(b) Para las funciones f con f(x)3# 0 para todo x.
(c) Para las funciones b y ¢ que satisfacen (b(t))* — 4c(t) >> 0 para todo ¢.

(d) b(t) tiene que ser igual a 0 siempre que a(t) = 0. Si a(t)% 0 para
todo t, entonces existe una funcién tnica con esta condicién, que
es x(t) = a(t)/b(1). Si a(t) = 0 para algin ¢, entonces puede elegirse
arbitrariamente x(t), de modo que existen infinitas funciones que
satisfacen la condicién.
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11.

13.

14.

15.

16.

(d)

(e)

(a).

(b)

Dar a H(1), H(2), H(13), H(36), H(x/3), y H(47) los valores especifi-
cados y hédgase H(x) =0 para x3#1, 2, 13, 36, a/3, 47. Al ser, en
particular, H(0) =0, la condicién H(H(x)) = H(x) se cumple para
todo x. .

Hégase H(1) =7, H(7) = 7, H(1T) = 18, H(18) = 18, y H(x) = 0 para
x#£1, 17,17, 18.

Hagase.
E(x) = f(x) +2f(— x), O(x) = fx)— 2f(— x).

Si f =E + O, siendo E par y O impar, entonces
f(x) = E(x) + O(x),
f(—x) = E(x) — O(x).

Al resolver en E(x) y Ofx) se obtienen los resultados vistos en la
parte (a).

max(f,g) = (f+ g+ |f—g|)/2; min(f,g)=(f+g—|f—g|)/2. (Véase
el Problema 1-13.)

(a)

(b)

(a)

©

f = max (f,0) + min (f,0), ya que f(x) = max (f(x),0) 4+ min (f(x), 0)
para todo x. al satisfacerse la ecuaci6én a = max (a,0) + min (q, 0)
cualquiera que sea el valor de a.

Para cada x, elijase numeros g(x), h(x) =0 con f(x) = g(x)— h(x).
Puesto que cada uno de los pares formados por g(x) y A(x), puede
ser elegido de infinitas maneras, existiran infinitos pares de funcio-
nes g y h que realizaran la descomposiciéon pedida de f.

El resultado se cumple para n=1. Si f(x, + ... + x,) = f(x;) + ...
+ f(x,) para todo x;, ..., x,, entonces

e+ ... + xn+1) =f([x, + ... + x,] + xn+1)
=flx + ... + %) + f(xnp2)
=f(x) + ... + f(x,) + f(Xns1)-

Pongamos ¢ = f(1). Para cualquier numero natural n, se cumplird
que

fm)=f1+ ...+ D =f1)+ ..+ f(1) =cn

n veces n veces
Al ser
f(x) + 1(0) = f(x + 0) = f(x),



17. (a)

(b)
(©)
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se sigue que f(0) = 0. Ahora, puesto que
f(x) + f(—x) = f(x + (— x)) = f(0) = 0,

resulta que f(—x) = —f(x). En particular, para cualquier niimero
natural n,

f(—n)=—f(n) = —cn = c(—n).

Ademas,
1 1 1 1
f(-;) okt () =1 (7+...+-;) = =0
_ :
n veces n veces
de modo que
1 1
Hw)=c

y en consecuencia
1251 () s () == b= ().

Finalmente, cualquier ndmero racional puede escribirse en la forma
m/n, siendo m un nimero natural y # un entero; y entonces

()=t (brs ) or (&) v (2]

~—

m veces m veces
1 m

=mc+—=C"*—.
n n

Al ser f(a) = f(a+1) = f(a) * f(1) y f(a) % 0 para algin g, resulta ser
f(1)=1. ,

Segtn el problema 16, f(x) = f(1)x = x para todo nimero racional x.

Si ¢> 0, entonces ¢ = d? para algin d, de modo que f(c) = f(d?) =
= (f(d) > 0. Ademds, no podemos tener f(c) =0, ya que esto im-
plicaria que

f(a)=f(0'fc—)=f(c)'f(%)=0 para todo a.



24
(d) Si x>y, entonces x—y >0, con lo que f(x)—f(y)>0 segin la
parte (c).

(e) Supdngase que f(x)> x para algun x. Elijase un nimero racional r
con x < r< f(x). Entonces, segin las partes (b) y (d), )

f(x) < f(r) = r <f(x),

lo cual constituye una contradiccién. Andlogamente, es imposible
que f(x)<x. (Hay aqui un pequeilo detalle que requiere justifica-
cién. Véase el Problema 8-5.)

18. Se satisface ciertamente la ecuacidn si ocurre que f =0 o g = 0 y al mis-
mo tiempo A = 0 o k = 0. De no ocurrir esto, existira algtin x con f(x) # 0
y algin y con g(y)3 0. Entonces 0% f(x) g(y) = h(x) k(y), de modo que
también se tendra h(x)%4 0 y k(y) %4 0. Haciendo « = h(x)/f(x), tenemos
g(¥’) = ak(y’) para todo y’. Ademés, a = g(y)/k(y), de modo que tenemos
también A(x’) = of(x’) para todo x’. Tenemos, pues, que g =ak y h = aof
para cierto nimero a3 0.

19. (a) (i) Si f(x) + g(v) = xy para todo x y para todo y, entonces, en par-
ticular,

f(x) + g(0) =0 para todo x.
Asi pues, f(x) = — g(0) para todo x, y
—g(0) + g(y) = xy para todo y;
poniendo x = 0 obtenemos g(y) = g(0). Debemos tener, pues,
0=—g(0) + g(0) = xy para todo x e y,
lo cual es absurdo.

(ii) Poniendo x = 0, obtenemos f(y) =y (*) para todo y. De este
modo

x+y=gx)—y para todo y.
Por lo tanto, g(x) = x para todo x. Asi pues,

xX+y=x—y para todo x e y,
lo cual es absurdo.

(b) Como f y como g témese una misma funcién constante. (Razona-
mientos anédlogos a los de la parte (a) hacen ver que ésta es la tnica
posibilidad.)

(*) Nota del traductor: De f(x + y) = g(x)—y se obtiene para x =0,
f(y) = g(0) — y para todo y. Se observa pues aqui un error.
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22.

23.

24,

25.

26.
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(a) Poéngase f(x) = x.

(b) Para todo niimero natural n, tenemos

n k k__
If(y)—f(x)l=l,'2,jlf(x+;[y—x])—f(x+ ~ 1[;v—-x])j
n k —_—
<TIf+ S ly—xD)—f(x + =L [y—x]) |
k=1 n n

LA |
<Y S(—xp
k=1 1

_ (y—xp
_—72—-

Por lo tanto, f(y) = f(x) para todo x y para todo y.

(a) Si f(x) = f(y), entonces g(x) = h(f(x)) = h(f(y)) = g(¥).

(b) Si z = f(x), definase h(z) = g(x). Esta definicién tiene sentido, ya
que si z = f(x’), entonces g(x) = g(x’) segtn la parte (a). Si z no es
de la forma f(x), definase /4 de cualquieer manera (o déjese sin defi-
nir). Tenemos entonces, para todo x del dominio de f, g(x) = A(f(x)).

(a) Supéngase x 7 y. Entonces g(x) = g(y) implicaria que x = f(g(x)) =
= f(g(y)) = y, lo cual es una contradiccidn.

(b) b = f(g(b)), de modo que basta con poner a = g(b).

(a) La hipétesis puede enunciarse como sigue: Si x =y, entonces
g(x) = g(y). La conclusién es ahora consecuencia del problema 22(b),
aplicadoa gy a I.

(b) Para cada x, elijase un numero a tal que x = f(a). Llamese a este
numero g(x). Entonces f(g(x)) = x = I(x) para todo x.

Basta hallar una funcién f tal que f(x) 5~ f(y) si x5y, pero tal que no
todo numero sea de la forma f(x), pues entonces segin el problema 24(a)
existird una funcién g con gof =1, y segin el problema 23(b) no exis-
tirA ninguna funcién g con fog = 1. Una funcién que retune estas con-
diciones es

X, x<0

flx) = x+1, x> 0;

ningdn nimero de los comprendidos entre 0 y 1 es de la forma f(x).

hofog=ho(fog)=hol =h, y también hofog=(hof)og=1IJog=g.
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217.

28.

(a)

(b)

(c)

(a)
(b)

(c)

(d)

(e)

La condicién fo g = gof significa que g(x) + 1 = g(x + 1) para todo
x. Existen muchas funciones g que satisfacen esta condicién. La fun-
cion g puede en efecto definirse arbitrariamente para 0 <x <1 y
para otros x pueden determinarse sus valores mediante esta ecuacién.

Si f(x) = ¢ para todo x, entonces fog = gof siysélosic = f(g(x)) =
= g(f(x)) = g(c), es decir, ¢ = g(c).

Si fog=gof para todo g, entonces se cumple esto en particular
para todas las funciones constantes g(x) = c. Se sigue de la parte
(b) que f(c) = ¢ para todo c.

Es una simple comprobacién.

Sea f una funcién con f(x) = 0 para algiin x, pero no para todo x.
Entonces f£0, pero claramente no existe ninguna funcién g con
f(x) - g(x) = 1 para todo x.

Sean f y g dos funciones cuyos valores son todos 0 excepto en x, y x,,
siendo f(x,) = 1, f(x,) = 0, g(x,) = 0, g(x,) = 1. Ninguna de ellas es 0,
de modo que o bien f o bien —f tendria que estar en P y lo mismo
podria decirse de g o — g. Pero (+ f)(+ g) = 0, en contradiccién con
Pi12.

P’11, P’'12 y P’13 se cumplen. P'10 es falso; si bien se cumple a lo
sumo una de las condiciones, no es necesariamente cierto que se
tenga que cumplir por lo menos una de ellas. Por ejemplo, si f(x)> 0
para algiin x y <0 para otro x, entonces ninguna de las condiciones
f=0,f<0o0 f>0 se cumple.

No para el primer ejemplo; si h(x) = — x, entonces f< g implica,
en realidad, que Aof> hog. Si para el segundo, ya que f(h(x)) <
< g (h(x)) para todo x.



CAPITULO 4

1. 4y (2, 4).

o 2 3 4
(ii) [2, 41 4 + ;
0 | 2 3 4
(iii) (a—e€, a4+ ¢€). ¢ y }
ag-e a ate
(iv) (— 372, —V1/2)u (V172, ¥3]2).
-v372 -t -Vi72 0 Vi7e 1 V372
(v) (—2,2). ¢ " ' ' }
-2 -1 o} [ 2

(vi) @ sia<<0;

) ]

L T

= /(7a)-1 0 V(i7a)-1

Rsiaz>l;

(—o0, —¥/(1/a)—1]JU [V (1/a)—1, ) si 0<a<]1.

(vii) (—oc, 17 U [1, o0).

} - ¢
- 0 .
(viii) (—1, 1) U (2, ).
¢ : ; .
-1 (0 1 2
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2. ()

(iii)

(v)

(ii)

(iv)

(vi)
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(i), (iv) )

<
"
Ll

(vi) (vil) @—2x+ P =(x—12 +y'—1

\ |

(viii)




4. (i)

(ii)

(iii)

(iv)

7. (a) El angulo POQ es recto
si y sélo si (PQ)?

= (POY + (OQ)-

P (I,m)

31

(1,n)
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(b)

8. (a)

(b)

Significa esto que
m—nyY=m+1+n*+1,

lo cual equivale a —2mn = 2, o mn = — 1. Esto demuestra el resul-
tado cuando b = ¢ = 0. El caso general se deduce de este caso parti-
cular, ya que la perpendicularidad depende sélo de la pendiente.

Si B7# 0 y B’ 0, estas rectas son las graficas de
f(x) = (—A/B)x —C/A,
g(x) = (— A’/B)x—C/A;

de modo que, segun la parte (a), las rectas son perpendiculares si y

sélo si
4 (%)
B B’

lo que equivale a AA’ + BB’ = 0. Si B = 0 (y en consecuencia A 7 0),
entonces la primera recta es vertical, de modo que la segunda le
es perpendicular si y sélo si A’=0, lo cual ocurre exactamente
cuando AA’ + BB’ = 0. Anilogamente para el caso B’ = 0.

Esta desigualdad tiene lugar si y sélo si se cumple la que se obtiene
al elevar al cuadrado ambos miembros,

(X Y+ (6 + 9P <2+ 7)) + (0 + 958 + 2Nx + 2P V' + yd

lo cual, como puede observarse, es equivalente a la desigualdad de
Schwartz.

En la parte (a), sustitiiyase

X por Xz — X1,
Xy por Yo — Y
M por X3 — X3,

Vs por Vs — Yo

Geométricamente, esta desigualdad dice que la longitud de un lado
de un tridngulo es menor que la suma de las longitudes de los otros
dos. (Obsérvese que la informacién adicional relativa a la desigual-
dad de Schwartz aportada en el problema 1-18(d) indica que el signo
< puede ser sustituido por < en la desigualdad triangular excepto
cuando (x;, ¥,), (%, ¥:) ¥ (x;, ¥;) estan sobre una recta.)



33
(x5,Ys)

(x3-xx ¥ +ly3-y,

Vixz-x)2+(y3-y 2

(x2.¥,)
f(xg-x.)2+(y2-y|)2

(x,y))

9. (En las figuras que vienen a continuacién no queda sefialado ningtn pun-
to particular, ya que fueron trazadas mediante el método expuesto en el
Capitulo 11 y no marcando puntos.)

(i) Esta funcién es impar. (ii) Esta funcién es impar.

(iii) Esta funcién es par.

I
\ /
\ /

\ /

NS

Seivak 3
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10. (i) La grafica de f es simétrica respecto al eje vertical.

(ii) La gréfica de f es simétrica respecto al origen. De modo equivalente,
la parte de la grafica que queda a la izquierda del eje vertical se
obtiene por simetria, primero respecto al eje vertical y después res-
pecto al eje horizontal.

\
AN

N

(iii) La gréfica de f queda por encima o sobre el eje horizontal.

—_

(iv) La gréfica de f repite una y otra vez la parte comprendida entre 0 y a.

a
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11, Cuando # es impar, el dominio de f es R, pero cuando »n es par, el do-
minio de f es [0, oo).

f(x)=x

e
—

12. Las gréficas-de f(x) = | x| y de f(x) = | sen x| contienen «esquinas».

(a)

f(x)=x?
f(x)=x|

(n)

f(x)= |senx] f(x)=sen2x
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13. (i) La grafica de g es la grafica de f trasladada hacia arriba en ¢ uni-

dades.
/ g

T /

N2 I N

(ii) La grafica de g es la grafica de f trasladada c¢ unidades hacia la iz-
quierda (si ¢>0).

g/\/\f
7

(iii) La altura de la grafica de f es multiplicada invariablemente por el
factor ¢. Si ¢ = 0, esto significa que g = 0; si ¢> 0, las distancias al
eje horizontal son afectadas por el factor, pero conservan el mismo
sentido; si ¢ <0 se invierten los sentidos.
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(iv) La grafica de f resulta contraida (*) mediante el factor ¢ si ¢>0;
si ¢<0, la contraccién se combina con una simetria respecto al

eje vertical. Si ¢ = 0, entonces g es una funcién constante, g(x) = f(0).

(x)=f(2x)

/7N \
/  \
/ “/ \

/ glx)=f(-2x)
/

(v) «Todo lo que ocurre lejos de 0, ocurre también cerca, y viceversa»,
lo cual queda ampliamente ilustrado con la gréfica de g(x) = sen (1/x).

(vi) La grafica de g consiste en la parte de la grafica a la derecha del eje

vertical, junto con la simétrica de dicha parte respecto al mismo
eje vertical.

~ f
\g

— —

(vii) La grafica de g se obtiene levantando hacia arriba todas aquellas
partes de la grafica de f que quedan por debajo del eje horizontal.

/\r\f/ ~9N
s PN

(*) Nota del traductor.— El autor supone que es [c|> 1.
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(viii) La gréfica de g se obtiene «recortando» aquellas partes de la gréfica

de f que se encuentran por debajo del eje horizontal.

\

AN

e

AV

~ '/
\\/

(ix) La grafica de g se obtiene «recortando» las partes de la grafica de f
que quedan por encima del eje horizontal.

/N[
S

(x) La grafica de g se obtiene «recortando» la parte de la grafica de f
que queda por debajo de la horizontal de altura 1 sobre el eje.

\\/ f




. Al ser

b
f(x):ax2+bx+c=a(x2+—a—x+—2—)

-o(2) (5-2)]

la forma general de la grafica es la que se ve en la figura adjunta.

< _ 0%
o da T
b
20
(i) ° >
[ e
[ e
G
P —
~—
[ e

39



(ii)

(iii)

(iv)

Vedsddssasasaa




v)

(vi) Obsérvese que el dominio de

fes{x: —1<x<<1yx#0}.

g

41



42
16. Vcanse las paginas 622 y 627 del texto.

17. (i) Obsérvese que sc han utilizado cscalas distintas sobre los dos ejes.

v
- -~
0 8 *—a
*—e 0
6 G
>
3 >~
] -—
2+ — Gy
Gl —
- it
I

(ii) La grafica de f es semejante a la de la parte (i), salvo que existen
diez conjuntos de diez escalones entre n y n + 1.

(iii) La gréfica de f contiene puntos en-cada intervalo de cada una de las
horizontales a distancias 0, 1, 2, ..., por encima del eje horizontal.

$000000000000000030000000{0003000080000000000000000000

$00500000000000009020000d00000000000000000 0000000000

$00000000000000080000000{0 400000000000 NREDENS000

$ 0000005 0352000000000000(0000cc000s00c000000000 0000

P N I NYTTWNTYVWWVYFWYY

(iv) La grafica de f contiene puntos en cada intervalo del eje horizontal
y de la horizontal a distancia 1 por encima del eje.

90000080000 000080000000 0000000000 000000000 0000
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(v) La figura adjunta presenta una jimagen («a grosso modo») de la par-
te de la grafica de f que corresponde al intervalo [6/10, 1].

] .y -
<o
09+ -
L o
0.8+
0.7+  ——
-
0.6+ -
0.6 0.67 0.7 0.8 0.87 09 0,97 |

(vi) En la figura de la pagina siguiente puede verse una imagen («a gro-
sso modo») de la grafica de f. Obsérvese que se han utilizado escalas
distintas sobre los dos ejes.
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Fdr —emmem———— -

18. Véase la péagina 111del texto.

20. (a) La primera parte es un calculo directo. Segtun el problema 1-17, el
minimo de estos niimeros es

(—2md—2c) 4m’d® + 4d® + 4m*c* + 4c® — (4m*d® + 8med + 4c’)

ct— =
et 4(m*+ 1) 4(m? + 1)
_ d* + mic®—2med _ (ecm—d)
- md 41 T oomt 41

(b) La distancia de (c, d) a la grafica de f es la misma que la distancia
de (¢, d—D) a la gréfica de g(x) = mx. Segun la parte (a), ésta es
lem—d + b|
m4+1
21. (a) x’ = distancia de (x, ¥) a la grafica de f(x) = — x si (x, y) queda por
encima de esta grafica (es decir, si x + y > 0), y la negativa de
esta distancia si x + y < 0.
y’ = distancia de (x, y) a la grafica de f(x) = x si (x, ¥) queda por
encima de esta grafica (es decir, si x—y <0), y la negativa de
esta cuando x—y > 0.
Segtn el problema 20, estas distancias vienen dadas por

l—x:yl= * L2
V2 v V2

2=y | % ¥
vz vz vz’

de donde se deducen las férmulas deseadas.
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(b) Al ser
x X
KNS
N2 2 2
! X
_X—'__ =——+—
V2 2 2

tenemos (x'/v/2)2 —( ¥/ V22 =1si y so6lo si

X y 2 x y 2
t=(3+3) = (-5+3)

X2y xy 2 ¥ xy
"7+7+7—(Z+7—7)

= xy.



CAPITULO 5

x*—1 0
.3 i =—=0.
M lm =g =3
x»—8 27—38
ceey 1 — - 10
(i) lim —— =375
A" — Yt L
(v) lim =7 = lim X=r _ ny"L
>z X—Y Y y—x

. (iv) Péngase ¢ = €, puesto que |x/(1 + sen’x) | < | x|

(vi) Si e>1, péngase 6 = 1. Entonces | x— 1| <4 implica que 0 <x <2,
con lo que 0 < Vx <2 v | Vx—1 [<1.Si € <1, entonces (1—e)P<
<x<(l+ €) implica que | vx—1 | <€, de modo que hasta elegir
dtal que (1—eP<L1—d6y 1+ 56<<(1+ €)’. Podemos elegir, pues,

= 2€ — 62.

. (1), (ii), (iii) Para todos los niimeros a que no sean enteros.

(iv) Para todo a.

(v) Para todo a con a0 y a3~ 1/n, siendo n un entero cualquiera.

(vi) Para todo a con [a| <1y a3 1/n siendo n un entero cualquiera.

. (a) (i) Para todo a que no sea de la forma n 4 k/10 con n y k enteros.

(ii) Para todo g que no sea de la forma »n + k/100 con n y k enteros.

(iii), (iv) Para ningtn a.

(v) Para todos los niimeros a cuyo desarrollo decimal no termine en
7999....

(vi) Para todos los ntimeros a cuyo desarrollo decimal contenga por
lo menos un 1.

46



(b)

5. (ii)

0<}x—-2]<min(sen2(

47

Las respuestas son las mismas que para la parte (a) (si bien la des-
cripcién de los nimeros en términos de su nuevo «desarrollo deci-
mal» puede ser distinta).

Debemos tener

) v lawm—si<

. €
}f(x)-—2|<m1n(1 PRI

€
“2l4]+ D
de modo que hace falta que sea

[min(1, €/10)]°

5 ) min(1, €/10), [min(1, €/6)]?

.

(iv) Debemos tener

NS Y PO
gx 4 202]+ D

de modo que debe ser

y }f(x)——2}<min(1, 2-(1—174%77)

ge )]2 | sent ([min(l,Ze/S)]z)

0<]x——2|<m1n([min( ————————2(12‘_'_1) 9

+min(l,2€/5)) =

6. Sea f(x)=4]x| con a=0 y ¢=0. Entonces para €<l tenemos
| ¥]x]—0]<e cuando 0<|x—0|<e€% pero si 0<|x—0|< €2, no
sigue que | ¥/ [x|—0| < €/2 (debemos poner 0 <|x—0|<(€/2)?).

7. (a)

(b)
(©
(d)

Si. Por ejemplo, si g = 1 —f, entonces hm [f(x) + g(x)] existe aun
en el caso de mno existir hm f(x) (y en consecuencia tampoco
l1m g(x)); y si g=1/f donde f(x) %40 para todo x3£4, entonces
hm f(x) g(x) existe aun cuando no existan hm fx)y hm g(x) (por

eJemplo, si f(x) =1/(x—a) para x40, y g(x) x—a)

Si, puesto que g = (f + g)—1.
No. (Esto es sélo otro modo de enunciar la parte (b).)

No. (El razonamiento andlogo al de la parte (b), de que g = (f - g)/f

no seré aplicable si lim f(x) = 0, y éste es precisamente el caso en que
za
se puede encontrar un contraejemplo. Por ejemplo, sea f(x) = x—a
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y sea g(x) = 0 para x racional y 1 para x irracional. Entonces lim g(x)
z-3a

no existe, pero lim f(x) g(x) = 0, ya que | f(x) g(x) — 0| <<| f(x)|.

z3a

10. Intuitivamente esto es verdad, ya que basta considerar las x que satisfa-
cen 0 <|x—a|< ¥, donde podemos elegir &’ < 8. En efecto,si hm f(x)=2¢,

11.

12.

y €>0, existe un & tal que si 0 <|x—a|<¢, entonces |f(x)—£}<e
Pero existe también un &’ < § con esta propiedad (a saber, min(s’, §)). Al
ser f(x) = g(x) para todo x con 0<|x—a|<4, tenemos también

f(x)

= g(x) para todo x con 0 <|x—a|< ¢, de modo que la conclusién '

| fix)— ¢ | < € puede expresarse igualmente en la forma |g(x)—¢|<e.
Esto demuestra que lim g(x) =
z3a

(a) Se ve intuitivamente que f(x) ne puede aproximarse a un nimero

(b)

()

mayor que lim g(x), ya que f(x) < g(x) y g(x) estd préximo a lim g(x).
T30 z-3a

Una demostracién rigurosa es por reduccién al absurdo. Supéngase

que ¢ = hm f(x)>lim g(x) = m. Sea € = { —m > 0. Existe enton-
z-a
ces un 6>0 tal que si 0<|x—a| <34, entonces | —f(x)|<ef2 y

|m—g(x)|<e/2.

3 . I

s
L

(W4
1A}

m g('x) f'(x) J1

Asi pues, para 0 <|x—a|< 4§ tenemos

) <m + % = e—--:-<f(x),

contrariamente a la hipétesis.

Basta suponer que f(x)< g(x) para todo x que satisface 0 < |x — a| <,
para algin §> 0.

No. Sea, por ejemplo, f(x) = 0y sea g(x) = | x| para x50, y g(0) = 1.
Entonces lim f(x) = 0 = lim g(x).
250 230

De modo intuitivo se ve que g queda comprimida entre f y 4, funciones
que se aproximan a un mismo nimero: '
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— __-\’//9

Sea ¢ = iln;l f(x). Dado € >0, existe un >0 tal que si 0<|x—a| <34,
entonces rh(x)—éi<e y |[f(x)—¢|<e. Asi pues, si 0<|x—a|<3,
entonces
—e<f(x)<gx)<hx)<{ + e,
de modo que |g(x)—¢|<e.
13 (a) Deberiamos tener
bf(bx) f(bx) f(»)

b.
tim T2 _ jim = b lim =b lim 22 = py.
=0 X =0 bx =0 bx 0y

La penultima igualdad puede justificarse como sigue. Si € > 0 existe
un §>0 tal que si 0<|y| <4, entonces | f(y)/y | < €. Tenemos pues
que si 0 <|x|<e/|b|, entonces 0 < | bx | < €, de modo que
| f(bx)/bx| < €.

(b) En este caso, lim f(bx)/x =lim f(0)/x no existe, a menos que
z>0 z-32

1(0) = 0.
(c) Por la parte (a) se ve lim (sen 2x)/x =2 lim (sen x)/x. Podemos
0 x>0
también aplicar el siguiente céalculo:
sen 2x 2(sen x) (cos x
lim SR2E _ gy 2SRRI (COST) _ e cos x Tim SBF o,
-0 x z-30 x x50 z0 X

(Por supuesto que este método no sera aplicable en general para
lim (sen ax)/x.)
230

14. (a) Intuitivamente, si f(x) esta cerca de ¢, entonces | f(x)] est4 cerca de
| £|. En efecto, dado € >0, existe un >0 tal que si 0 <|x—a| <3,

entonces

Srivak 4
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|f(x)—¢|<e. Pero || f(x)|—| 2| < |f(x)—¢|<e (segun el Pro-
blema 1-12 (vi)).

(b) Esto es consecuencia de (a) y del teorema 2, ya que

+g+|f—
maX(f,g)=f g 2” gl,
min(f,g)=f+g—;lf_g|.

16. Esto significa que f es acotada en un intervalo alrededor de a.

17.

18.

Elijase >0 de modo que |f(x)—¢|<1 para 0<|x—a|<é (estamos
tomando € = 1). Entonces ¢ —1<f(x)<# + 1, de modo que podemos
hacer M =max (| ¢ + 1|, | £ —1|).

Para cualquier 8 >0 tenemos f(x) =0 para algtin x que satisface 0<|x — a | <3
(a saber, x irracional con 0 <|x—a|<34) y también f(x) = 1 para algiin
x que satisface 0 <|x—a| <4 (a saber, x racional con 0 <|x—a|<9).
Significa esto que no podemos tener | f(x) — ¢ | <1/2, tenga ¢ el valor que
tenga. (Hay aqui un poco de trampa; véase el Problema 8-5.)

Considérese, para mayor sencillez, el caso a> 0. La idea béasica es que al
estar f(x) cerca de a para todos los racionales x que estdn cerca de a, y
al estar f(x) cerca de —a para todos los irracionales x que estan-cerca
de a, no podemos tener a f(x) préximo a ningin nuimero fijo. Para con-
seguir que esta idea sea aplicable, observemos que para cualquier ¢>0
existen x con 0<|x—a|<3y f(x)>a/2, asicomo x con0<|x—a|<3$
y f(x) <-—a/2. Puesto que la distancia entrea/2 y —a/2es q, esto significa



19.

20.

21.

51

que no podemos tener | f(x)— ¢ | <a para todos estos x, cualquiera que

sea el valor de /4.
/2 /

~a/2 \

N

(a) Es consecuencia de (b), ya que | sen1/x| <1 para todo x (4 0).

(b) Si é>0 es tal que | g(x)| < €/M para todo x con 0 <|x| <34, enton-
ces | g(x) h(x)| < € para todos estos x.

Si lim f(x) existe, estd claro entonces que hm [f(x) + g(x)] no existira

-0
cuando lim g(x) no exista (esto fue objeto del Problema 7(b) y (c)). Por
50
otra parte, si lim f(x) no existe, elijase g = —f; entonces lim g(x) no
30 >0

existe, pero lim [f(x) + g(x)] si existe.
30

(a) Si hm f(x) g(x) existiera, existiria también entonces hm g(x) =

= hm f(x) g(x)/f(x).
(b) Emdentemente, si existe lim f(x) g(x), entonces lim g(x) = 0.
-0 z50
(c) En el caso (1) de la indicacién esta claro que no podemos tener
lim f(x) = 0, asi que por lo supuesto, el limite no existe en absoluto.
-0
Sea g = 1/f. Al no ser verdad que lim | f(x) | = oo, se sigue
>0
que si lim g(x) existe, entonces lim g(x)# 0. Pero esto implicaria
>0 >0
que lim f(x) existe, con lo que lim g(x) no existe. Por otra parte,
50

>0
estd claro que lim f(x) g(x) existe. En el caso (2), elijase x, segin se
x>0
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22.

24,

25.

26.

indica. Definase g(x) =0 para x#x, y g(x) =1 para x = x,. En-

tonces lim g(x) no existe, pero lim f(x)g(x) = 0.
250 230

Dado € > 0, elijase n con 1/n < € y hagase ¢é igual a la distancia minima
desde a a todos los puntos de 4,, ..., 4, (excepto a si mismo en el caso en
que a sea uno de estos puntos). Entonces 0 <|x—a| <48 implica que x
no estd en 4, ..., 4,, de modo que f(x) =0 o 1/m para m>n, o sea que

[f(x) | <e.

(a) Aunque sea verdad que lim 1/x =1, no es verdad que para todo

x-51

>0 exista un €>0 con |1/x—1|<e para 0<|x—1|<4é. En
efecto, si 6 = 1, no existe un tal €, ya que 1/x puede ser tan grande
como se quiera, siendo 0<|x—1|<1.

Ademas, cualguier funcién f acotada satisface automaticamente la
condicién, tanto si es lim f(x) = ¢ como si no.

z->a
(b) Si f es una funcién constante f(x) = ¢, esta condicién no se cumple,

puesto que | f(x) — ¢ | <1 no implica ciertamente que 0 <|x—a|<j,
para algin 4.

Ademas, la funcién f(x) = x, satisface esta condicién cualesquiera
que sean a y .

(i), (ii), (iii), (iv) Los dos limites laterales existen para todo a.

(v) Los dos limites laterales existen para a3 0, y ninguno de los dos
existe para a = 0.

(vi) Los dos limites laterales existen para todo a con |a|<1; ademads
existen, lim_ f(x) y lim, f(x).
z-31 51

(a) (i), (ii) Los dos limites existen para todo a.

(iii), (iv) Ninguno de los dos limites laterales existe, cualquiera que
sea a.

(v) Los dos limites laterales existen para todo a.

(vi) Los dos limites laterales existen para todos los a cuyo desarro-
llo decimal contenga por lo menos un 1; ademas, el limite por
la derecha existe para todo a cuyo desarrollo decimal no con-
tenga ningun 1, pero que termine en 0999....

(b) Las respuestas son las mismas que para la parte (a).
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29.

J(\Un el

Sea ¢ =lim_ f(x) y m=lim,_ f(x). Al ser m— ¢ >0, existe un §>0
z->a z->a

tal que
m—¢

3 cuando a—édé<x<a,

[flx)y—e]|<

l]‘(}’)—ml<—mzlli cuando a<y<a + 4.

Esto implica que

fx)<? +’_"_'2L£= m_g_';_m<f(y),

La reciproca no es cierta, como lo demuestraf(t)=ty cualquier a.
Se concluye solamente que lim_ f(x) < lim, f(x).
T8 z-3a

30. Suponemos, naturalmente, que a,7% 0 y b, 0. Si x40, entonces
a,_
a+2ty .42
ax™+ ...+ aq _ X Xt _ f(x)
box"+ ...+ b, b, b,  glx)
prais SR

Si m<n, entonces lim f(x) = a,, pero lim g(x) =0. Esto implica que
00 500
lim f(x)/g(x) no existe (de otro modo tendriamos
500
lim f(x) = [lim f(x)/g(x)] * [lim g(x)] = 0).
00 T-500 00

Si m = n, ponemos

a, LG
a4 ta T xm f(x)
b + ... + b, b,  gx)

bn + ... +'—m
X
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Entonces lim f(x) = 0 si m > n, y a, si m = n, mientras que lim g(x) = b.
00 2500

Asi pues, lim f(x)/g(x) =0 si m>mn, y a,/b, sim =n.
500

32. lim f(x) = ¢ significa que para todo €>0 existe algin N tal que
z5 - co

| f(x)— 2] < € para x<N.

(a)

La respuesta es la misma que cuando x— > (Problema 30).

(b) Si ¢ =1lim f(x), entonces para todo € >0 existe algin N tal que

(c)

33

(a)

(b)

34. (a)

500
| f(x)—¢| < e para x> N. Si es ahora x<— N, entonces —x> N,
con lo que | f(— x) — ¢ | < €. Asi pues, lim f(—x) = /.

T~ O

Si ¢ = lim f(x), entonces para todo € >0 existe algin N tal que
)

|f(x)—¢| <€ para x <N, y podemos suponer que es N <0. Ahora

si 1/N<x<0, entonces 1/x <N, con lo que |f(1/x)—¢|<e.

Dado N >0, pongamos 4 = 1/¥/ N. Entonces 0 <|x— 3| < $ implica
que (x — 32 <1/N, con lo que 1/(x—3)*>N.

Dado N> 0, con lo que 1/N >0, elijamos §> 0 tal que | g(x)| < e/N
para 0 < |x — a| < 6. Entonces 0 < |x — a| < ¢ implica que

| f(x)/g(x)] > €-(NJ/e) = N.

lim, f(x) = o significa que para todo N existe un § > 0 tal que, para
z->a

todo x, si a<x<a + ¢, entonces f(x)> N.



(b)
(©)
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lim_ f(x) = oo significa que para todo N existe un > 0 tal que, para
z-3a

todo x, si a— § <x<a, entonces f(x)> N.

lim f(x) = oo significa que para todo N existe un M tal que, para
500
todo x, si x > M, entonces f(x)> N.

Se puede definir también

lim f(x) = oo,

z-5~-00

lim f(x) = —o0,
z->a

lim, f(x) = —o0,
z->a

lim_ f(x) = —oo,
za

lim f(x) = —o,
z-500

lim f(x) = —oo.
T-53—00

Dado N >0, elijasc 4 = 1/N. Si 0 <x < 4, entonces 1/x> N.

Si lim f(1/x) = o, entonces para todo N existe un M tal que
500

f(1/x)> N para x> M. Elijase M>0. Si 0<x<1/M, entonces
x> M, con lo que f(x)> N. Asi pues, lim, f(x) = 0. La demostracién
-0

de lo reciproco se hace de modo analogo.



CAPITULO 6

1. (ii) Para ningun F, ya que lim |x|/x no existe.
z-50

(iv) Para ningin F, ya que F(a) tendria que ser 0 para los a irracionales
y entonces F no podria ser continua en a si a es racional.
2. Problema 4-15:
(i), (ii), (iii) En todos los puntos excepto en los enteros.
(iv) En todos los puntos.
(v) En todos los puntos excepto en 0 y en 1/n para n entero.

(vi) En todos los puntos de (—1, 1) excepto en 0 (donde no estd defini-
da) y en 1/n para n entero.

Problema 4-17:

(i) En todos los puntos que no sean de la forma n + /10 con n y k en-
teros.

(ii) En todos los puntos que no sean de la forma n + k/100 con n y &
enteros.

(iii), (iv) En ningtn punto.

(v) En todos los puntos cuyo desarrollo decimal no termine en 7999....

(vi) En todos los puntos cuyo desarrollo decimal contenga por lo menos
un 1.

3. (a) Esté claro que lim f(h) =0, ya que | k| < é implica que |f(%) — f(0)| =
=|f(h)|<s *»

(b) Poéngase f(x) = 0 para x irracional, y f(x) = x para x racional.

(c) Obsérvese que |f(0)| << |g(0)| =0, con lo que f(0) = 0. Al ser g con-
tinua en 0, para todo € > 0 existe un 6> 0 tal que | g(h)—g(0)| =
= | g(h) |<e para | h | <. Asi pues, si | 1| < 4, entonces | f(h)—f(0) | =
= |f(h)| < | g(h)| <e. Por lo tanto lim f(h) = 0 = f(0).

B30

4., Pongamos f(x) = 1 para x racional y f(x) = — 1 para x irracional.

56
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5. Pongamos f(x) = a para x irracional, y f(x) = x para x racional.

.
.”..‘00.000.0“.00.......
»

o+

6. (a) Definase f como sigue (véase la solucién al Problema 4-15(vi)):

0, x<<O0

1

—_— 0<x<1
fo =<1 =

x

2, x> 1.

(b) Péngase

—1, x<0

1

—_— I<x<1
fxy=<11 h

x

2, x> 1.

7. Obsérvese que f(x + 0) = f(x) + f(0), con lo que f(0) = 0. Ahora bien
lim f(a + h) —f(a) = lim f(a) + f(h) —f(a)
h->0 h-0
= lim f(h)
he30
= lim f(h) —f(0) = 0,
B30

ya que f es continua en 0.

8. Al ser (f + a)(a)340, el teorema 3 implica que f + a es distinto de cero
en algtn intervalo abierto que contiene a.

9. (a) Esto no es més que oira manera de definir la continuidad: Si la con-
dicién no se cumpliera, entonces para todo €>0 tendriamos
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10.

11.

| f(x)—f(a)| < € <2e para todo x suficientemente préximo de g,
es decir, para todo x que satisface |x—a| <4 para algin §> 0. Si
esto se cumpliera para todo €, entonces f seria continua en a.

fla)+e dmm ot
fla) T °

fla)-e == S veme— —————
a

(b) Si no se cumpliera ninguna de estas condiciones, entonces para todo
€ > 0 existirian 8, §,> 0 tales que f(x) > f(a)— € para |x—a|<§
y f(x) < f(a) + € para |[x—a| <4, Si|x—a|<4é=min (, §), en-
tonces f(a)— e << f(x) < f(a) + €, de modo que |f(x)—f(a)|<e.
Puesto que esto se cumpliria para todo € > 0, se seguiria que f seria
continua en a.

(a)

lim | f|(x) = |lim f(x)| segin el Problema 4-14
a0 T->a

= |#(@)] = | f! (@.

(b) Las férmulas que dan E y O en la solucién del Problema 3-13 de-
muestran que E y O son continuas si f es continua.

(c) Esto es una consecuencia de la parte (a), ya que
f+e+|f—gl

2 )
f+g—|f—gl

3 .
(d) Péngase g = max (f, 0) y # = — min (f, 0).

max (f, g) =

min (f, g) =

1/g =fog, y f es continua en g(a) si g(a) % 0. Asi pues, segun el teorema
2, 1/g es continua en a si g(a) £ 0.



12.

13.

14.

15.

16.

(a)

(b)

(a)

(b)
(a)

(b)
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Esta claro que G es continua en a, ya que G(a) = ¢ = lim g(x) =
z-3a

= lim G(x). Por tanto, foG es continua en a segin el teorema 2.
z-58

Asi pues,
f(2) = f(G(a)) = (fo G) (a) = lim (f 0 G) (x) = lim f(g(x)).
T>a TS

Sea g(x)=¢+x—ay

0, xF£ Y
f(x) = 1 x=g.
Entonces lim g(x) = ¢, de modo que f(lim g(x)) = f(¢) =1; pero
z->a z-a

g(x) 7 ¢ para x4 a, con lo que lim f(g(x)) =1lim 0 = 0.
T>a T

Al ser f continua en [a, b], existen los limites lim, f(¢) y lim_ f(¢).
ta t->b
Sea
lim, f(¢), x<a
t>a

gx) = { f(x), a<x<b
lim_ f(t), b<x
t-3b

Péngase f(x) = 1/(x—a).

El limite lim f(a + t) existe y tiene como valor f(a) = g(a) = h(a),
30

ya que
lim, f(a + t) =lim, gla + t) = g(a),
50 t->0
lim_ f(a + t) = lim_ k(a + t) = h(a).
t-50 t-30

f es continua en ¢ por (a), y en cualquier x 7 ¢ de [a, b], ya que f
coincide con g o con 4 en algin intervalo en torno a x.

Si f es continua en [a, b] y f(a) > 0, existe entonces algun 8> 0 tal que
para todo x, si a << x <x + ¢, entonces | f(x)—f(a) | < f(a). Esta tltima
desigualdad implica que f(x) > 0. La demostracién para f(b)> 0 es ana-
loga.

(a)
(b)

No en el primer caso; si en el segundo.

Tenemos
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lu_)l: g(x) = lim f(x), ya que g(x) = f(x) para x7#a
= ;?;), por definicién de g(a).
(c) g(x) =0 para todo x.
(d) Al ser, por definicién, g(a) = }ll_l;‘l;l f(y), se sigue que para cualquier

€ >0 existe un 4> 0 tal que | f(y)—g(a)| <€ para |y—a|<4. Esto
significa que

g@)—e <fly)<gla) + €
para |y —a| <. De este modo, si [x—a| <4, tenemos
gla)—e < lim f(y) < g(a) + ¢,
y->T

lo cual demuestra que | g(x) — g(a) | < € para todo x que satisfaga
| x—a]|<é. Asi pues, g es continua en a.



CAPITULO %

1. (ii) Acotada superior e inferiormente; sin maximos ni minimos.
(iv) Acotada inferiormente pero no superiormente; minimo en 0.

(v) Acotada superior e inferiormente. Se sobreentiende que a>—1
(paraquesea—a—1<<a+1).Si—1<a<1/2,entoncesa<—a—1,
de modo que f(x) =a+ 2 para todo x de (—a—1,a+ 1)y a+2
es a la vez maximo y minimo. Si —1/2 <a <0, entonces f tiene el mi-
nimo valor %, y si a > 0, entonces f tiene el minimo 0. Puesto que sola-

mente es @ + 2> (a + 1)? para [— 1 — ¥/5]/2<a<[1 + ¥/5]/2, cuan-

do a > — 1/2 esta funcién f tiene un maximo sélo para a<C[1+ +/5]/2
(siendo el maximo igual a a + 2).

(vi) Acotada superior e inferiormente. Como en la parte (v), se supone
que es a>—1. Si a<<{—1/2, entonces f tiene el valor 3/2 como
méximo y como minimo. Si a >0, entonces f tiene el minimo 0
y el maximo max (a% a + 2). Si —1/2<a <0, entonces f tiene el
maximo 3/2 y carece de minimo.

(viii) Acotada superior e inferiormente; méximo 1; sin minimo.

(x) Acotada superior e inferiormente; minimo 0; el maximo es a si es
racional y si a es irracional no existe maximo.

(xii) Acotada superior e inferiormente; minimo 0; méximo [a].

2. (ii) n=—75, ya que f(—5)=2(—5)+ 1<0<f(—4).
(iv) n = 0, ya que las dos raices de f(x) = 0 estan en [0, 1].

3. (ii) Si f(x) = sen x—x + 1, entonces f(0)>0y f(2) = (sen 2)—1<0.
4. (a) Poéngase ¢ =(n—k)/2y
fX)=@+ D (x—1)(x—2)" ...  (x—k).

(b) Sif tiene las raices a, ..., a, con multiplicidades respectivas m,, ..., m,,
de modo que k = m, + ... 4+ m,, entonces

fx) = (x—a)" ... (x—a,) " g(x)

61
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donde g es una funcién pohnémlca de grado n—(m; + ... + m,) = n—k

sin raices. Del teorema 9 se sigue que n— k es par. |

6. De no ser asi, f tomaria valores tanto positivos como negativos, con lo |
que f tendria el valor 0 en algin punto de (—1, 1), lo cual es imposible,

ya que es ¥ 1 —x?40 cuando x estd en (— 1, 1).

8. De no ser asi, seria entonces f(x) = g(x) para algin x y f(y) = —g(y)
para algiin y. Pero f es o bien siempre positiva o bien siempre negativa,
ya que f(x) 7~ 0 para todo x. Asi pues, g(x) y g(y) tendrian distinto signo.
Esto implicaria que g(z) = 0 para algin z, lo cual es imposible, ya que

05 f(2) = + g(2).

9. (a) f(x)>0 para todo x#a. Ya que si es x,>a el punto en que
f(%,)>0, y si es f(x) <0 para algiin x> g, entonces es f(z) = 0 para
algin z en el intervalo entre x, y x; al ser z 7 a, esto contradice la
hipétesis. La demostracién para x < a es analoga.

(b) Para y 0, pongamos f(x) = 2% + xy + »* (si queremos ser muy ex-
plicitos, podemos poner f, en vez de f). Entonces f(x)540 si x40
y f(x)>0 para x = + y, con lo que f(x)>0 para todo x3 0 segin
la parte (a).

(c) * Pongamos f(x, y) = x* + 2%y + xy* + y°. Segun puede ficilmente com-
probarse es f(x, y) = (x + y)(x2+ »?). Si es x%0 o y#0, el signo
de f(x, y) sera evidentemente el de x + y, puesto que x* + »* es siem-
pre positivo. Ademas, f(x, y) sera 0 sélo cuando x = —y.

12. (a) Utilicese la demostracién del problema 11, pero aplicidndola a f y
—1I.

(b) Apliquese la misma demostracién a fy g.

13. (a) No, f no es continua en [—1, 1].

Si a < b son dos puntos de [— 1, 1] con a, >0 o a, b <0, entonces
f toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b) en el inter-
valo [a, b], ya que f es continua en [a, b]. Por otra parte, sia<0<b,
entonces f toma todos los valores entre — 1 y 1 en [a, b], con lo que
f toma ciertamente todos los valores entre f(a) y f(»). El1 mismo
razonamiento es aplicable para a =0 o b = 0 (puesto que f(0) esta
por definicién en [—1, 1]).

(b) Si f no fuese continua en a, entonces (segin el Problema 6-9(b)) para
algiin €>0 existirian x tan cerca como se quiera de a con f(x)>f(a)+ €
o f(x)<f(a)—e. Supongamos que ocurre lo primero. Podemos
incluso suponer que existen x tan cerca como se quiera de a y >a,
o bien tan cerca como se quiera de a4 y <a. Supongamos también

* Nota del traductor. — Al haber encontrado alguna incoherencia en el ori-
ginal, la solucién que aqui damos se aparta del mismo.
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aqui lo primero. Tomemos un x>a con f(x)> f(a) + €. Segun el
teorema de los Valores Intermedios, existe un x’ entre a y x con
f(x') < f(a) + €. Pero existe también y entre ay x’ con f(y) > f(a) + €.
Segin el teorema de los Valores Intermedios, f forma el valor
f(a) + € entre x y x’ y también entre ¥’ e y, contrariamente a la
hipétesis.

f(al+e "‘r ——————— —v— —————

()

14. (a)
(b)

f(a) + e
a y x' x

Lo mismo que en (b), elijase x, > a con f(x;)> f(a) + €. Elijase des-
pués x entre a y x, con f(x') < f(a) + €. Después elijase x, entre a
y x’ con f(x,)>f(a) + € y x/ entre a y x, con f(x/) < f(a)+ €, etc.
Entonces f toma el valor f(a) + € en cada uno de los intervalos
[x'., x.], en contradiccién con la hipétesis.

Esto es evidente, ya que | cf | (x) =|c| - |f(x)| para todo x de [0, 1].
Tenemos

[f+g|(x)=|f(x) +gx) | <|f(x)| + | gx) | <|f] (%) + | g]| (x).
Si | f + g| tiene su maximo en x, entonces

[f+ell=1f+elx)<[fl(x)+ gl <[fI+ 2]l

Si f y g son las funciones indicadas en la figura que sigue, enton-
ces [[f||=]gll=1f+gl =1, conlo que|f+gl|fl+]egll
(Obsérvese que esto ocurre a pesar de ser |f+ g|(x) =|f|(x) +
+ | g|(x) para todo x.)
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15.

16.

(c) Apliquese la parte (b) poniendo #—g en el lugar de fy g—f en el
lugar de g.

(a) Elijase b>0 de modo que sea | ¢(b)/b*| <1/2. Entonces

(b)) _ b”
PN S s,
m)>2>

Anélogamente, si a <0y | ¢(a)/a?| < 1/2, entonces a* + ¢(a) <a"/2 <O.
Asi pues, x® + ¢(x) = 0 para algtn x de [a, b].

(b) Elijase a>0 tal que a">24(0) y tal que | ¢(x)/x"|<<1/2 para
| x| > a. Entonces para |x|> a ienemos

#(%)
xﬂ

b+ $(b) = b"(l +

n

xﬁ
) >?>7> $(0),

con lo que el minimo de x* 4+ ¢(x) cuando x estd en [—a, a] es el
minimo para todo x.

x* 4+ ¢(x)=x"(l +

Si
f(x) = x* 4+ a1 2" + ... + a4,
pongamos
M = max(1, 2n|a,_,|, ..., 2n| a,|).

Entonces para todo x con | x| > M tenemos

1 a,_
<1+ 224 2
2 x X
a,._.
[f(x)] = Ix"(l s +%)|>x“/2-
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Si b> M satisface | b"| > 2f(0), entonces |f(x)|=|f(0)| para [x|>b
Asi pues, el minimo de |[f(x)| en [—b, b] es a la vez el minimo en R.
(Naturalmente este problema puede generalizarse exactamente igual que
el Problema 15: Si ¢ es continua y hm $(x)/x" =0 = lim ¢(x)/x", existe

T-5—00

entonces un numero y tal que |y + 4>(y)] < | x* + ¢(x)| para todo x.)

17. Témese un b>0 tal que f(x)<f(0) para|x|>b. Entonces el maximo
de f en [—b, b] es también el méximo en R.

18. (a) Apliquese el teorema 3 a la funcién (continua)

d(z) = V(f(2)? + (z—x)},
que proporciona la distancia de (x, 0) a (z, f(z)), para z en [a, b].

(b) Si es f(x) = x en (a, b), entonces no hay ningiin punto de la gréfica
que sea el mas préximo al (g, a).

(c) Esta claro que la funcién d de la parte (a) satisface hm d(z) = 0 =

= lim d(z), ya que d(z) > |z — x|. Elijase un ¢>0 tal que d(z)> d(0)
2-3~-00
para | z|>c. Entonces el minimo de d en [—¢, ¢] ser4d el minimo
de d en R.

(d) Por definicién, g(x) = ¥/(f(z)? + (z—x)* para algin z de [a, b].
Ahora bien, V(f(2)+ (z—yP< V()P + (z—x)+ |z—y| para
todo z. Asi puestenemos, g(y), minimo de todos los valores de
v (f(2))* + (z— ), es menor o igual que |z—y| + el minimo de
todos los ¥ (f(z)) + (z— x)?, lo cual es igual a g(x) + |y —x|. Al ser
|8(y) —g(x)| <|y—x] se sigue que g es continua (dado € >0, t6-
mese § = €).

(e) Apliquese el teorema 3 a la funcién g, continua en [q, b].

SPIVAK 5
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19. (a)

(b)

20. (a)

Si la funcién continua g satisface g(x) # 0 para todo x, entonces, o
bien g(x)>0 para todo x, o bien g(x) <0 para todo x, es decir,
o bien f(x)> f(x + 1/n) o bien f(x)<{f(x + 1/n) para todo x. En el
primer caso, por ejemplo, tendriamos

£0)> 1 (_1”_) >t (%) >..>f (_Z.) — £1),

en contradiccién con la hipétesis de ser f(0) = f(1).

La figura que sigue representa una de estas funciones f cuando
1/4<a<1/3.

En general, si 1/(n + 1) <a < 1/n, definase f de modo arbitrario en
[0, a], con la tnica condicién de ser f(0) =0, f(a)>0 y f(1 —na) =
= —mnf(a). Al ser 1/(n + 1)<a<1/n, los nimeros 0, 1—na y a
son distintos, por lo que tal eleccién de f sera posible. Definase
después f en [ka, (k + 1)a] poniendo f(ka + x) = f(x) + ka. Tene-
mos, en particular, f(1) = f(na + (1 — na)) = na + f(1 —na) = 0, pero
f(x + a) — f(x) = f(a) > 0 para todo x.

Si f(a) = f(b) para a<b, no podemos tener entonces f(x,)> f(a) y
f(x,) < f(a) con x;, x; en [a, b], ya que esto implicaria que f(x) = f(a)
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(c)
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para algin x entre x, y X, con lo que f tomaria tres veces el valor
f(a). Asi pues, o bien f(x) > f(a) para todo x de (a, b), o por el con-
trario f(x) < f(a) para todo x de (a, b). Suponiendo lo primero, to-
memos un x, cualquiera de (a, b). El teorema de los Valores Inter-
medios implica que f toma todos los valores comprendidos entre
f(a) y f(x,) en el intervalo [a, x,] y también en el intervalo [x, b].
Asi pues, no podemos tener f(x)>f(a) para x<<a o x> b, ya que
esto implicaria que f tomara estos valores una tercera vez (en [x, a]

o [b, x]).

I d
/
/
N I <, A
7 —_
~
a  xg b X

De este modo f es en realidad acotada superiormente en R (por ser
acotada en [a, b]), lo cual excluye que pueda tomar cualquier valor.

Es més, aun permitiendo que f pueda no alcalzar todos los valores,
seguirfa siendo verdad que f tiene en realidad un méaximo M en R
(el méximo de [a, b] serd el maximo de R). Pero f tiene que tomar
este valor dos veces, pongamos que en X, y en x,. Tomemos
a<X%<F<¥<y.

/\\/\

Y
14

3 i 3 3
L] v g L3

e Xp B X

Si m es el maximo de f(a), f(3) v f(y), entonces f toma todos los va-
lores comprendidos entre m y M en cada uno de los intervalos [a, x,],
[x, 81, [, .1 ¥ [x5, ¥], lo cual es imposible.

La figura que sigue, para n = 5, ilustra el caso general.
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(d) Tomemos x; <...<x, con f(x)=...= f(x,) =a. En cada intervalo
(x;, %i,,), 0 bien es f > a, o bien f <a. Al ser n'par, existe un nimero
impar, n—1, de estos intervalos, de modo que es o bien f>a o
bien f <a en més de la mitad de ellos. Asi pues, en por lo menos
n/2 intervalos es f>a o bien en por lo menos n/2 intervalos es
f<a. Si ocurre lo primero, f toma entonces todos los valores algo
mayores que a por lo menos dos veces en por lo menos n/2 interva-
los. Esto demuestra que f no puede volver a tomar estos valores
en ninguna otra parte, lo cual significa que f es acotada superior-
mente. (Ademds, el mismo tipo de razonamiento que se ha utilizado
en la parte (c) hace ver que f tendria que tomar valores algo meno-
res que el maximo por lo menos 2n veces.)



1. (ii)

CAPITULO 8

1 es el maximo y — 1 es el minimo.

(iv) 0 es el minimo y 4 2, que no pertenece al conjunto, es el supremo.
(vi) Al ser {x: ®+x+1<0}=([—1—¥51/2, [—1 + ¥5]1/2), el infimo

(viii)

2. (b)

3. (a)

es [—1—451/2 y el supremo [—1 + V51/2; ninguno de los dos
pertenece al conjunto.

1—1/2 es el méximo y —1 el infimo, el cual no pertenece al con-
junto.

Al estar A acotado inferiormente, B 7 ¢. Puesto que A3 ¢, existe
algin x en A. Ningiin y que sea mayor que x es cota inferior de 4, o
sea que ninguno de tales y pertenece a B. B est4a pues acotado supe-
riormente. Sea « = sup B. Entonces « es automaticamente mayor
o igual que cualquier cota inferior de A, con lo que basta demostrar
que a es cota inferior de A. Ahora bien, si « no fuese cota inferior
de A, existiria en A algin x con x < a. Al ser o la cota superior mi-
nima de B, esto significaria que en B existe algin y con x<y<a.
Pero esto es imposible, ya que x <y significa que y no es cota infe-
rior de A y por lo tanto y no puede pertenecer a B.

No. Por ejemplo, en las funciones f abajo indicadas no existe pendl-
timo (inmediato al minimo) valor de x con f(x) =0

/.

-~ O

40

b b

Puesto que b —a + x varia entre b y a cuando x varia entre a y b,
la funcién g(x) = f(b—a + x) satisface g(a) =f(b)>0 y g(b) =

69
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(b)

= f(a) < 0. Existe pues un elemento minimo y con g(y) = 0. Por lo
tanto x = b—a + y es el x maximo con f(x) = 0.

Esta claro que B £ ¢, ya que a esta en B; es mas, existe algin §>0
tal que B contiene todos los puntos x que satisfacen a<{x<a + 3§,
segin el Problema 6-15, ya que f es continua en [a, b] y f(a)<0.
Analogamente, b es cota superior de B y, ain mads, existe un §>0
tal que todos los puntos x que satisfacen b — § < x < b son cotas su-
periores de A; esto es también consecuencia del Problema 6-15, ya
que f es continua en [a, b] y f(b)> 0.

Sea o = sup A. Entonces a < a < b. Supdngase f(a) <0. Segtn el
teorema 6-3, existe un 6> 0 tal que f(x) <0 para a —d<x<d + 4.
Significa esto que a + 8/2 estd en A, lo cual es una contradiccién.
Anélogamente, supéngase f(a) > 0. Existiria entonces un 6 > 0 tal que
f(x)>0 para a — 3§ <x<a + 8. Pero entonces a — §/2 seria también
cota superior de B, en contradiccién con el hecho de ser a la cota
superior minima. Asi pues, f(a) = 0.

Este « es el x maximo de [a, #] con f(x) = 0. Los conjuntos Ay B
son distintos para la funcién indicada en la figura que sigue.

eV .

4. Sea c el elemento x de [a, x,] maximo que satisface f(x) = 0y d el elemen-

to x de [x;,, b] minimo que cumple la misma condicién.

N \ N\
o d ™~ b




6. (a)

(b)
(c)
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Por la definicién de continuidad tenemos f(a) = hm f(x) para todo

a, de modo que basta demostrar que lim f(x) = 0 (sablendo que el
z->a

limite ¢ existe). Dado ahora un €>0, existe un >0 tal que
| f(x) — ¢ | < € para todo x que satisface 0 <|x—a|< 4. Puesto que
A es denso, existe un niimero x en A que satisface 0 <|x—a|<;
asi pues, |0—¢|<e. Al cumplirse esto para todo €>0, se sigue
que 4 =0.
Apliquese la parte (a) a f—g.
Lo mismo que para la parte (b), basta evidentemente demostrar que
si f es continua y f(x) = 0 para todos los niimeros x de A, entonces
f(x) = 0 para todo x. Ahora bien, existe un é> 0 tal que, para todo
x, si 0<|x—a|<s, entonces |f(x)—¢|<|¢]|/2. Esto implica que
f(x)<€+|201/2; si £ <0, se seguiria que f(x) <0, lo cual serfa falso
para aquellos x de A que satisfacen 0 <|x—a|<3.

No se puede sustituir 2> por >. Por ejemplo, si f(x) = | x|, enton-
ces f(x)> 0 para todo x del conjunto denso {x: x>0}, pero no se
cumple que f(x)>0 para todo x.

7. Segun el Problema 3-16, tenemos f(x) = cx para todos los x racionales
(siendo ¢ = f(1)). Al ser f continua, se sigue del Problema 6 que f(x) = cx
para todo x (apliquese el problema 6 a f y g(x) = cx).

8. (a)

(b)

()

El conjunio {f(x): x<a} estd acotado superiormente (por f(a));
sea a =sup {f(x): x<a}. Entonces lim_ f(x) = a: Dado un €>0
TSa

cualquiera, existe un f(x) para x<<a con f(x)>a— €, ya que a es
el supremo de {f(x): x<<a}. Sea § =a—=x. Si a— d<y<a, enton-
ces x <y<a, de modo que f(x) < f(y). Esto significa que « > f(y) >
>a— €, de modo que es ciertamente | f(y) —«a|<e.

La demostracién de que lim, f(x) = inf {f(x): x> a} es andloga.

Ta

Resulta claro por la parte (a) que
lim_ f(x) < f(a) < lim, f(x).

T>a z->a

Si lim f(x) existe, se sigue que
z->a

lim f(x) = hm f(x) < f(a) < lim, f(x) = lim f(x),
T30 T>a

z5a
con lo que lim f(x) = f(a). Asi pues, f es continua en a, con lo que

T-3a
f no puede tener una discontinuidad en a.

Si f deja de ser continua en algin punto a, entonces

sup {f(x): x<a} =lim_ f(x) <lim, f(x) =inf {f(x): x>a}.
T->a z-50
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9. (a)

(b)

(c)
11. (a)

(b)

Se sigue que f(x) no puede tener ningtin valor comprendido entre
Iim_ f(x) y hm+ f(x), excepto f(a), con lo que f no puede satisfacer

z->a
la conclusxén del teorema de los Valores Intermedios.

Es evidente para ||| |||, ya que |cf|(x) =|c|*|f(x)] para todo x
de [0, 11.
Tenemos |f + g| () <|f|(x) + | g|(x) para todo x de [0, 1]. Al ser

Nf+gll igual a sup {If+ g|(x): x estd en [0, 1]} existe algin
x, en [0, 1] con

f+egli—1f+glx)<e,
lo cual implica que
If+ell—I7] )+ lgl(xo)]<e
Al ser [fl(x)<||flll v |gl (%)< || glll, se sigue que
I+l =TI+ lelll<e.
Al cumplirse esto para todo €>0, se sigue |[[f+g [[|<< I £l + 1l glll-
Es consecuencia de (b), lo mismo que en el Problema 7-14.

Tenemos a,.; < a;/2* < a,/n. Elijase n de modo que 1/n< €/a, En-
tonces es a,,; < €.

Sea R, el 4rea de la regién con el nimero 1 de la figura que sigue.

Tenemos que demostrar que

1
< 7(R1 + Ry),

Rg < Rl'
Esto esta claro, ya que R, <R, + R; = R,.
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(d)

14. (a)

(b)
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Apliquese la parte (a) con a, = drea del circulo menos 4area del
poligono regular inscrito con 2**! lados; por la parte (b) sabemos
que a,,; < a,/2.

Sean r, y r, los radios de los dos circulos C; y C,, y sea A; el drea de
la regién limitada por C; Sabemos que existen numeros §, §>0
tales que

Al Bl
—_———l<e
A2 B2

para cualesquiera ntimeros B;, B, con | 4, — B;| <4, Segun la parte
(c) existen numeros n, tales que el area de un poligono regular, con
n; lados, inscrito en C;, difiere de A, en menos de §,. Sea P, el area
de un poligono regular inscrito en C; de lado max (#,;, n,). Entonces

-4’--—-’1 <E€,
4, P,

con lo que
A_nlce
A,

Al cumplirse esto para todo € >0, se sigue que A,/A; = r?/r

Para cada n y para cada m tenemos a, < b,, ya que a,<d,,, <
< buym < bm. Del problema 13 se desprende que sup {a,: n en N} <<
<inf {b,: n en N}. Sea x un nimero cualquiera comprendido entre
estos dos numeros. Entonces es a, < x < b, para todo n, con lo que
x esta en todos los I,.

Pongamos I, = (0, 1/n).

/3
¢ LV W Y
) 11

T

o 1/4 172

15. Sea c el punto contenido en cada uno de los intervalos I,. Si f(c) <0,
tiene que existir un >0 tal que f(x) <0 para todo x de [4, b] con
| x—c| <. Elijase n con 1/2"<<4. Al estar ¢ en I,, cuya longitud total
es 1/2, se sigue que todos los puntos x de I, satisfacen|x —c| < 4. Esto
estd en contradiccién con el hecho de que f cambia de signo en I,. La
demostracién de que no puede ser f(c) > 0 es andloga. Asi pues, f(c) = 0.

16. Sea c el punto que esta en cada uno de los intervalos I,. Al ser f continua
en ¢, existe un >0 tal que f es acotada en el conjunto de todos los
puntos de [0, 1] que satisfacen |x—c|<é. Elijase n con 1/2"< 4. Al
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17.

18.

estar ¢ en I,, todos los puntos x de I, satisfacen |[x—c|< 4. Esto estd

§
1)

en contradiccién con el hecho de que f no es acotada en I,.

(a) (i) Si x estd en A entonces x <a. De ahi que y<x<a, y<a y por f
lo tanto y estd en A. ‘
(ii) a—1 estd en A.
(iii) a + 1 no esta en A.
(iv) Si x estd en A, entonces x<a. Sea x’ = (x 4 a)/2. Entonces |

x < x'<a, de donde x’ esta en A. !

(b) Segun (iii) existe algiin y no perteneciente a A. Si y <x, entonces ;
x no puede estar en A, ya que (i) implicaria que y estd en A. Asi
pues,y es una cota superior de A y, segfn (ii), A7 ¢, con lo que |
sup A existe. Dado x en A, elijase X’ en A, segun (iv), con x <x’.
Entonces x < x’ < sup 4, con lo que x <sup A. Reciprocamente, si
x < sup A, existe entonces un ¥ en A con x < y. De aqui que, por (i), -
x estd en A.

(a) Casi cotas superiores Casi cotas inferiores

(i) Todos los a>0. Todos los a << 0.

(ii) Todos los a>0. Todos los e < 0.

(iii) Todos los a>0. Todos los « < 0.

(iv) Todos los a = /2. Todos los a < 0.

(v) Ninguna. Ninguna _

(vi) Todos los a = [—1+ ¥/51/2. Todos los a < [—1— #/5]/2.

(vii) Todos los a = 0. Todos los a < [—1— #/5]/2.

(viii) Todos los a>1. Todos los a << —1. ‘

(b) Toda cota superior de A es ciertamente una casi cota superior, con

(©)

(d)

lo que B # ¢. Ninguna cota inferior de A puede ser al mismo tiem-
po casi cota superior de A (por ser A infinito), de donde se deduce
que B est4 acotado inferiormente por cualquier cota inferior de A.
(1), (id), (iii) O.

(iv) V2.

(v) No existe.

(vi) [—1+ ¥51/2.

(vii) 0.

(viii) 1.

lim A = sup C, donde C es el conjunto de las casi cotas inferiores.

(1), (i), (iii), (iv) 0.

(v) No existe.




19. (a)

(b)

(c)

20. (a)

(b)

(c)
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(vi) [—1+ ¥/51/2.
(vii) [—1 + V51/2.
(viii) — 1.

Si x es una casi cota inferior de A, e y una casi cota superior, existe
entonces solamente un numero finito de nimeros en A que son me-
nores que x o mayores que y. Por ser A infinito deberemos tener

x <{y. Asi pues (Problema 12), l_l_r_ri A< lim A

Esto estd claro, ya que lim A < « para cualquier casi cota superior
a, y a =sup A es una casi cota superior.

Si lim A < sup A, existe una casi cota superior x de A con x < sup A.
Existe pues solamente un numero finito de niimeros de A que son
mayores que x (y existe por lo menos uno, ya que x <sup A). El
mas grande de estos elementos es el elemento maximo de A.

Inviértase el sentido de las desigualdades en los razonamientos de
las partes (b) y (c).

Obsérvese que debemos tener f(x) < f(sup A), ya que f es continua
en sup A y existen puntos y tan préximos como se quiera de sup A
con f(x) < f(y). (Estamos pasando por alto un sencillo razonamiento
del tipo € — 4.) Supdéngase ahora que sup A < b. Entonces f(b) < f(x).
Ademsés, sup A es un punto de sombra, con lo que existe z> sup A
con f(z) > f(sup A) = f(x). No podemos tener z < b, ya que esto su-
pondria que z estd en A. Asi pues, 2>b y f(b) <{f(x)<{(z), en con-
tradiccién con el hecho de que b no es un punto de sombra.

Al ser f continua en a, y f(x) < f(b) para todo x de (a, b), se sigue
que f(a) <f(b) (ya sea por un sencillo razonamiento € — é o, si se
prefiere, utilizando el Problema 6).

Si fuese f(a) < f(b), entonces a seria un punto de sombra, con lo que
tiene que ser f(a) = f(b).




CAPITULO 9

1. (b) La disposicién de las tangentes a la grafica de f(x) = 1/x queda clara |
en la figura adjunta. "

f(x)=1/x

b —
—
—
———

2. (b) En la figura que sigue puede verse la disposicién de las tangentes a
la grafica de f(x) = 1/x%

76
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6. (a) La figura que sigue indica la relacién entre ' y (f + c).

(b) La figura que sigue indica la relacién entre ' y(cf’).

INL

8. (a) La figura que sigue indica la relacién entre f’' y g’ si g(x) = f(x + ¢).
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—Y

'y
¥

X

12. (a) a’(t) = L(a(t)) (la velocidad en el tiempo. ¢ debe ser la velocidad
permitida en el punto a(t) en que se encuentra el vehiculo).

(b) La hipétesis significa que b(¢) = a(t —1). Asi pues,
b'(t) = a'(t —1) = L{a(t — 1)) = L(b(1)).

(c) Supédngase que b(t) = a(t)— c. Entonces b'(t) = a’(t) = L(a(t)), mien-
tras que b’(t) tiene que ser L(b(t)) = L(a(t)—c). Asi pues, B va a
velocidad limite si la funcién L es periédica, con periodo c.

h(a + t)— h(a)

13. El limite lim existe, puesto que
10 t
. h(a + t)—h(a) . gla + t)—gla)
lim, —————————— =1lim,
130 t t-50 t

= derivada de g por la derecha,

h(a + t)— h(a) _ fla + t)—f(a)

50 t 150 t

lim

= derivada de f por la izquierda,

y los dos limites son iguales.

14.
—f(0 h
£0y = 1im T O _ iy
130 h n-30
Ahora bien
f(h) Q, h irracional
h = —% =h, h racional,

con lo que lim f(k)/h = 0.
h->0
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15. (a) Obsérvese que f(0)=0. Al ser |f(h)/h|<<hY/|h|<<|h| se sigue
que lim f(h)/h =0, es decir, f(0) = 0.
h->0
(b) Sig(0)=0y g'(0)=0, entonces f(0)=0: Ya que | f(h)/h|<]| g(h)/h|=
= | [g(h)— g(0)]/h |, lo cual, al ser g'(0) = 0, puede hacerse tan pe-
quefio como se quiera, sin més que elegir A suficientemente pequerfio.

16. Al ser |f(0)|<<|0]|* tenemos f(0) = 0. Ahora bien |f(M)/h|<|h|*, y
lim |2 ]*' = 0 ya que « > 1, con lo que lim f(h)/h = 0. Asi pues, f(0) = 0.

h>0 h—>0 .

17. |f(h)h| = | h|*"; al ser p—1<<0, el nimero |4 [*~! se hace grande al
tender A hacia 0, con lo que el limite lim f(k)/h no existe.
h->0

18. Si a es racional, al no ser f continua en a, tampoco sera f derivable en
a. Si a = 0.q,a.a, ... es irracional y h es racional, entonces a + h es irra-
cional, con lo que f(a + h)—f(a) = 0. Pero si h =—0.00...0 a,,a,., ...,
entonces a + h = 0.a.a,...4,000 ..., con lo que f(a + k) > 10", mientras
que | /| <10"" lo cual hace que |[f(a+ h)—f(a)l/h| = 1. Asi pues,
[f(a + h)—f(a)]/h es O para valores de % tan pequefios como se quiera
y tiene valores absolutos mayores que 1 también con % tan pequefio
como se quiera, lo cual dice que lim [f(a + k)—f(a)]l/h no existe.

h—>0

*fla + 1)—f(a) < gla+ t)—gla) < h(a + t)— h(a)

< = » ya que

19.
(@) t t t

f(a) = gla) = h(a). El primero y el dltimo miembro tienden hacia el
mismo limite, con lo que el miembro intermedio debe también ten-
der hacia el mismo limite.

(b) A continuacién se indica un contraejemplo sin la condicién

f(a) = g(a) = h(a).

h

e
7

~—_________—'/ f

20. (a) d(x) = f(x)—f(a) (x —a)— f(a) = x* — 4a*(x — a) — a*
= x*—4a*x + 3a! = (x —a) (x* + ax® + &®x — 3a%)
=(x—a)(x—a)(x® + 2ax + 3a*).
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(b) Estd claro que a es raiz de f(x)—f(a), con lo que f(x)—f(a) es
divisible por x—a segun el Problema 3-7. Esto significa que
[f(x)—f(a)]/(x—a) es una funcién polinémica, con lo que d(x)/(x—a)
es la funcién polindémica k(x) = [f(x) — f(a)]/(x — a) — f'(a). Enton-
ces es lim A(x) = 0 segin la definicién de f(a). Esto implica que

T
h(a) =0, ya que la funcién (polinémica) # es continua. Asi pues,
a es raiz de d(x)/(x —a), con lo que d(x)/(x—a) es divisible por
(x —a), es decir, d(x) es divisible por (x—a).

22. (a)

fx + ) —flx) . f(x—h)—f(x) f(x)—f(x—h)
—_— = lim—m— _

f(x) = lim % e T n
As{ pues,
lim f(x + h) —f(x—h) _ _1_ [lim f(x + h) —f(x) + lim f(x)-—f(x—h)]
-0 2h 2 Lo h n—>0 h
= fi(x).
(b)
fx+hn)—fx—k) h .f(x+h)——f(x) ko fx)—flx—k)
h+k h+k h h+k k ’

Puesto.que [f(x + h)—f(x)1/h y [f(x)—f(x — k)1/k se aproximan a
f(x) cuando h y k son suficientemente pequefios, parece que esto
tendria que implicar que

f(x + 1) —f(x — k) . h ") —
Py se aproxime a (m +- "y ) f'(x) = f'(x).

Sin embargo, se debe tener cuidado al desarrollar este razonamiento
por la siguiente razén: Si h/(h + k) fuese muy grande, entonces

B fx+ W) —f(x)
h+k h

podria diferir mucho de Af'(x)/(k + k), aunque la diferencia entre
[f(x + B) —f(x)]}/h y f(x) fuese pequeiia. Sera esencial hacer uso del
hecho de que tanto # como k son positivos; de otro modo podria
hacerse h/(h + k) muy grande tomando k préximo a — 4. En reali-
dad, el teorema es falso si se admite que # y k puedan tener signos
distintos, aun cuando se excluya el que pueda ser # + k = 0. El razo-
namiento adecuado es como sigue. Si € > 0 existe un §=>0 tal que
para 0<h <8y 0< k< tenemos
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e <f(x + h) —f(x)

— - —fm<e,
_e<ﬁﬂ:%£:9—ﬂﬂ<a

Al ser h, k>0, podemos multiplicar estas desigualdades por
h/(h + k) y por k/(h + k), respectivamente. Al sumar obtenemos

n kK \_fx+h)—fx—k) , h Y
_e(h+k+h+k)< htk —(h+k+h+k)ﬂﬂ<
<e h + k
(h+k h+k)’
(o]
_e<f(x+h)_f(x_k)—f’(x)<e.

h+k
Esto demuestra el limite pedido.

23. Si g(x) = f(— x),entonces g’'(x) = — f’(— x), segun el Problema 8(b). Pero
también es g(x) = f(x), con lo que g'(x) = f(x) y f(x) = —f(—x).

24. Si g(x) = f(— x), entonces g'(x) = — f(— x). Pero también, g(x) = — f(x),
con lo que g'(x) = —f(x) y f(x) = f(—x).

SpPIvak 6
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25. f* es par si k es par y f es par,o si k es impar y f es impar; f* es impar
en los otros dos casos.

26. (i) f(x) = 20x%
(iv) f(x) = 20(x — 3)".

27. Se demuestra por induccién sobre k. El resultado se cumple para k& = 0.

Si
n!
S, — -k
W= "
entonces
S, (H(x) = n!(n— k) k-1
(n—k)!
n!

n—(k+1)_

A —
[n—(k + D]
28. (a) Al ser

x, x>0
f(x)_3 —x8,  x<<0,
tenemos
" x, x>0 ron 6x, x>0
f(x)—g——.‘&x", x<0 f(x)_g—éx, x<0.

Ademas, f'(0) = ”(0) = 0. Pero f”’(0) no existe.

(b) EIl mismo tipo de razonamiento hace ver que
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s 4%, x>0 o 1224, x>0 () = 24x, x>0
fx)y= —4x, x<0 f1(x) = — 1222, x<0 T {—24x, x<0

y que f(0) = f7(0) = f”(0) = 0, pero que f*¥(0) no existe.

29. Esta claro que f*(x) = n!/(n— k) x** para 0 < k <n—1y x> 0, mien-
tras que f*(x) = 0 para todo k si x<0. Partiendo de estas férmulas es
facil ver que f*(0) = 0 para 0 << k <<n—1. En particular, f*(x) = nlx
para x >0, y f*3(x) = 0 para x<0. Asi pues, f"(0) no existe, ya que
lim, n!h/h = n!, mientras que lim_ 0/# = 0.

h-0 h->0
30. (ii) Significa que f(a) = —1/a? si f(x) = 1/x.
(iv) Significa que g'(a) = cf'(a) si g(x) = cf(x).
(vi) Significa que f'(a?) = 3a* si f(x) = %
(viii) Significa que g’(b) = cf’(cb) si g(x) = f(cx).

(x) Significa que f¥(a) = k! ( Z ) ar* si f(x) = x"



CAPITULO 10

1. (ii) cos x + 2x cos x2
(iv) cos (sen x) - cos x.

x cos (cos x)(— sen x)—sen (cos x)

(vi)

xz

(viii) cos(cos (sen x))* (—sen(sen x))* cos x.

2. (ii) 3 sen® (x* + sen x) * cos (x* + sen x) * (2x + cos x).

(iv)

( X8 ) (cos &) 3x* + x* sen x*- 3?2
cos . .

cos x° cos? x°

(vi) 31% (cos x)"~1+ (—sen x).
(viii) 3 sen’®(sen*(sen x)) - cos (sen*(sen x)) - 2 sen (sen x) * cos (sen x) - cos x.

(x) cos (sen(sen(sen(sen x)))) * cos (sen(sen(sen x))) * cos (sen(sen x)) *
* cos (sen x)* cos Xx.

(xii) 5((x* + x)’ + x)* - [1 + 4((x* + ) + 2* {1 + 3(=* + xP[1 + 2x]}].

(xiv) cos(6 cos(6 sen(6 cos 6x))) * 6(— sen(6 sen(6 cos 6x))) 6 cos(6 cos 6x) *
+ 6(—sen 6x) - 6.

_[1_—2(1 + cos x)]

(x + sen x)*

2 2
X — e
[ X + sen x]

x
(xviii) cos X
xX—sen | —7m——
x—sen x

84

(xvi)
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X )x—sen x—x[1—cos x]]

x
x——sen(__——-)——x[l—cos(
X—sen x x—sen x

(x—sen x)

at=—yl|

. Véase la pagina 394 del texto.

. (i1) cos(sen x).

(iv) 0.

. (i) (2x)

(iv) 17 -17.

. (i) f(x) = g'(x - gla)) - gla).

(iv) f(x) = g(x)(x—a) + g(x).
(vi) f(x) = g((x—3)) 2(x—3).

. (if) (ko fy(0) = &(f(0)) - f(0) = 0.

. Por definicién,
—0
£(0) = 1im SR =0
x50 X
. g(x) sen 1/x
= lim >——————.
z-30 X
Ahora bien
. 8x) . glx)—g(0)
lim — = lim —————
-0 X T30 X
= g'(0) = 0.

Puesto que |sen 1/x|<C1, se sigue que f(0) =0 (como en el Problema

5-19).

(a) La regla de la cadena y el Problema 9-3 implican que

F(x) = —— (—22)
271 —2x2
- *
V1—x*

(b) La tangente por (a, ¥1—a?) es la grafica de
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g(x)=——————~——a (x—a)+ Vi—a’
V1i—a?
Asi pues, f(x) = g(x), entonces

Viee=—~% (x—a)+ Vi—a.
V1—a?
Al elevar al cuadrado se obtiene
2 v )2
1——x2=u—-2a(x——a)+1—a2.
1—a?

Multiplicando por 1 — a? y simplificando, queda todo reducido a
—x2—a® = — 2ax,

o sea, (x—a)* =0, con lo que es x = a. Obsérvese que el mismo ra-
zonamiento indica que g no corta a la grafica de f(x) = — V1 —x3
la cual es la mitad inferior de la circunferencia de radio unidad.

12. La gréfica de la funcién

o =b]/1_%

a

es la mitad superior de la elipse formada por todos los puntos-(x, y)
que satisfacen

xr 9
z;'i";;:l.

Se tiene ahora

f(x) =

Si la tangente por (¢, b ¥1—c/a?) corta en x a la grafica de f, entonces

X2 —b c
b‘l/l——-—:—.;(x——c) +b l/l—"‘a'}‘

La mejor manera de resolver esta ecuacién es por medio del siguiente
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artificio. Si hacemos x’ = x/a y ¢’ = ¢/a, entonces la ecuacién se convier-

te en
(1) bVl—(x’)’=-—-_—€(C’a—)(x’—c’)'a+b~/1—(c’)’,
@ Vl—(c)
o, sencillamente
I—@f=—— (¥ —¢) + VI— (O
V1—(c'?

La solucién al problema 11, hace ver que es ¥’ = ¢/, con lo que es x = c.
Para la hipérbola, consideramos

flx) = V__l

f(x) =

Entonces

l/————l

con lo que si la tangente por (¢, b dcz/az—l) corta a la gréafica en x,
entonces

l/————l— (x—c)+ b ]/——-—-—l
T

Al elevar al cuadrado las ecuaciones (1) y (2) se obtiene el mismo resul-
tado, con lo que las soluciones de (2) son también x = c.

13. No. Por ejemplo g podria ser —f.
Sif(a)£0y f-gyf son derivables en g, entonces g es derivable en a.

14. (a) Al ser f derivable en aq, es continua en a. Al ser f(a)# 0, se sigue
que f(x) 7 0 para todos los x de un intervalo entorno de a. Asi pues,
=|f| o f=—]|f]| en este intervalo, con lo que |f[(a) = f(a) o
| f|'(a) = —f'(a) (Se puede también hacer uso de la regla de la ca-
dena y del Problema 9-3:|f|= v/ f, con lo que
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15.

16.

1
[ F](x) = ——— 2f(x) f'(x)
2 f(xP
f(x)

= f(x)* _—l f(x)l')

(b) Pongamos f(x) = x —a.

(c) Esto deriva de la parte (a), ya que max (f, g)=[f+ g+ |f—g|1/2
y min (f, g) = [f + g—|f—gl1/2.

(d) Utilicese el mismo ejemplo que en la parte (b), poniendo g = 0.

La demostracién es por induccién sobre n. Para n = 1, la férmula de Leib-
nitz es el teorema 4. Supdéngase que para un cierto »n, la férmula de
Leibnitz se cumpla para todos los numeros a tales que f™(a) y g™(a)
existan. Supdngase que f™t(a) y g™(a) existen. Entonces f™(x) y
g™(x) tienen que existir para todo x en algiin intervalo entorno de a. La
férmula de Leibnitz vale pues para todos estos x, es decir,

(070 = £ () 170 g
k=0

para todos los x de algan intervalo alrededor de a. Derivando y haciendo
uso del teorema 4 obtenemos que

¢ o =3 (1) 0m gy @

Il
M=

]
=
3 nME
e —

Z ) [f(’H—l)(a) g(ﬂ—k)(a) + f(k)(a) g(ﬂ-i-l—")(a)]

=
1]
°

ely) @@ + 3 (1) @ g

—1
n+1
k

1
1

) ®(a) g*t-*¥(a) segun el Problema 2-3(a).

=
]
o

Las férmulas

(fog) (x)={f(g(x)) - gx),

(fog) (x) =f"(g(x)) - [g'(x)]® + f'(g(x)) * g”(x),

(fog)(x) =1"(g(x)) - [g(x)] + 2f"(g(x)) - g(x) « g"(x) + f"(&(x)) * g'(x) -
- g7(x) + f'(g(x))  g7(x),

nos llevan a la siguiente conjetura: Si f™(g(a)) y g™(a) existen, entonces
(fo g)™(a) existe y es una suma de términos de la forma

¢t [Z(@] ... - [g™(@] ™ f*(g(a)),
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18.
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siendo ¢ un ndimero, m,, ..., m, enteros no negativos y k un mimero na-
tural menor o igual que n. Para demostrar esto por induccién, obsérvese
que se cumple para n =1 (con a = nmy; = k = 1). Supdngase ahora que
para un cierto n, esta afirmacién es valida para todos los niimeros a tales
que f™(g(a)) y g"™(a) existan. Supdéngase' que existen f*(g(a)) y g*t(a).
Entonces g”(x) debe existir para todos los k <Cn y todos los x de algin
intervalo alrededor de aq, y f*(y) debe existir para todos los k<n y
todos los y de algiin intervalo alrededor de g(a). Al ser g continua en a,
esto implica que f*(g(x)) existe para todos los x de algun intervalo
alrededor de a. De este modo la afirmacién es vélida para todos estos x,
es decir, (fo g)™(x) es una suma de términos de la forma

c [ e [gM(@)1 T fg@), e, m, 20,1 < k< .

En consecuencia, (fo g)"*"(a) es una suma de términos de la forma

c- ma[g’(a)]ml .. [g(a)(a)]ma—l o [g(m(a)]"‘n - {9 g(a)) m,> 0

(o]
e [g@1™ - .- [g™(@)] ™ - f440(g(a)).

(a) Podemos poner

_ ax"t  a, x" ax?
g(x) = —— t——+ .+ taxte
para un numero c.
(b) Pobngase
bx! bex~? b x—mt

(c) No, la derivada de f es

b, 2b, mb,,
= n-1 oo — — e = .
f(x)=nax? + ot G — g ——3 o
(a) Sea g una funcién polinémica de grado n—1 con n—1 raices (lo
mismo que en el Problema 4-7(d)); entonces g = f' para alguna fun-
cién polindmica f de grado n (Problema 17).

(b) Procédase como en la parte (a), partiendo de una funcién poliné-
mica g de grado n—1 sin raices (téngase en cuenta que n—1 es
par).

(c) Podemos proceder como en la parte (a), o bien observar simple-
mente que f(x) = x" tiene la propiedad deseada.
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(d)

19. (a)

(b)

Procédase como en la parte (a), partiendo de una funcién poliné- :
mica g de grado n—1 con k raices (tal funcién existe, segin el
Problema 7-4).

Si a es una rafz doble de f, de tal modo que f(x) = (x — a)’g(x), en-
tonces f(x) = (x —a)® g’(x) + 2(x — a) g(x), con lo que f'(a) = 0. Reci-
procamente, si f(a) =0 y f(a) = 0, entonces f(x) = (x —a) g(x) para
algiin g, y f(x) = (x—a) g(x) + g(x), con lo que 0= f'(a) = gla);
asi pues, g(x) = (x —a) h(x), con lo que f(x) = (x — a)® h(x).

La tinica raiz de 0 = f(x) = 2ax + b es x = — b/2a, de modo que f
tiene una raiz doble si y sélo si

4a*

b2
= —ZE +c
o b*—4ac = 0. Geométricamente, ésta es precisamente la condicién
para que la grafica de f toque al eje horizontal en el tnico punto
— b/2a (comparese con la figura 22 del problema 9-20.)

0=f(—b/2a)=a(—bz—) +b (12';-) te

20. Puesto que d'(x) = f(x) — f'(a), tenemos d’(a) = 0. Asi pues, a es raiz
doble de d.

21. (a)

(b)

22. (a)

Esta claro que f tendrd que ser de la forma

f(x) = ;H1 (x—x;(ax + b)
T
(ya que cada x;, j # i es una raiz doble segin el problema 19). Basta
por lo tanto demostrar que a y b pueden elegirse de modo que
f(x) = a; vy f(x;) = b;. Si ponemos f en la forma f(x) = g(x) (ax + b),
debemos resolver entonces

[glx)x]a+gx) b=a
[g(x)x; + glx)] *a+ g'(x)« b =0,
Sera siempre posible resolver estas ecuaciones, ya que
[g(x)x:] « g'(x) — [&'(x)x + g(x0)] g(x:) = [g(x)]* 7 0.
Siendo f; la funcién construida en la parte (a), témese
f=fi+ .. +fn

Si g(a) y g(b) tuviesen signos distintos, entonces g(x) seria 0 para
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(b)

(c)

91
algiin x de (a, b), lo que implica que f(x) = 0, en contradiccién con el
hecho de que a y b son raices consecutivas.

Tenemos

f(x) =(x—0b) g(x) + (x—a) g(x) + (x —a) (x—b) g'(x),
con lo que
f'(a) = (a—D) gla),
f(b) = (b—a)g(b).
Al tener el mismo signo g(a) y g(b), f'(a) y f(b) tienen signos distin-

tos. Asi pues, f(x) = 0 para algin x de (a, b), ya que f es una fun-
cién continua. :

/\
) T A
a X b

Puesto que
f(x) =m(x—a)"* (x—Db) glx) + (x—a)" n(x—b)*' g(x) +
+ (x—a)" (x—Db)" g'(x),
tenemos
h(a) = m(a—b) g(a),
h(b) = n(a— b)g(b),

con lo que A{a) y h(b) tienen signos distintos y por lo tanto k(x) =0
para algin x de (aq, b), lo cual implica que f(x) = 0.

£(0) = ﬁml(fl:ﬂﬂ)_
-0 h

. hg(h)—0
= lim ————

B30 h
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24,

25.

26.

27.

= lim g(h) = g(0) ya que g es continua en 0.
h—>0
Péngase
f(x)
—_ x7#0
gx)=4 x 7
f0), =x=0.

Entonces f(x) = xg(x) para todo x, y

—f(0

= lim g(x),
! 50

con lo que g es continua en 0.

La demostracién es por induccién sobre k. Para k = 1 tenemos

f(x) = —nx"?
(n+1—1)
= (—— 1)1 ——(T:T x 1 para x # 0.
Supdngase que
k—1)
FP(x) = (— 1)* ———-(n(:_ o ) Xk para x7 0.
Entonces
—n—k k—1)
o) = (e e
!
= (— 1) E_Zi%)-r xR para x4 0.

Si x = f(x) g(x), entonces 1 = f'(x) g(x) + f(x) g’(x). En particular
1 = 7(0) g(0) + f(0) g’(0) = 0, lo cual es absurdo.

(a) Haciendo uso del problema 25 y de la regla de la cadena, obte-

nemos
o (n + k—1)! N
f¥(x) = (— 1)"-—(-k—:1—)—!——(x —a)™* para x #a.
(b) Al ser
1 1/2 1/2
P —— /

r—1 x—1 x+1’
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obtenemos, aplicando la parte (a),

(—1)%(n + k—1)! Y .
f93) = —— L= D7 — G+ 171

28, 29. Las férmulas
1
f(x) = x™sen —,

X

1
f(x) = mx™! sen —]'-—-Jc"‘-2 cos —,
x x
1 1 1
f(x) = m(m—1)x"? sen —— mx™2 cos —— (m —2)x™? cos ——
x x x
— x™* sen -1—
x
1 1 1
= m(m—1)x™? sen — + (2 —2m)x™3 cos — — x™* sen —,
x x x
1 1
”(x) = m(m— 1) (m — 2)x™3 sen P m(m — 1)x™* cos < +
) 1 1
+ (m—3)(2—2m)x™* cos < + (2 —2m)x™5 sen P

1 1
— (m —4)x™° sen — + x™ ¢ eos —,
x x

sugieren la siguiente conjetura: Si f(x) = x™ sen 1/x, para x7#0, en-

tonces
1 =1 1 1
f¥(x) = ax™* sen — + 3, ( a, x™* sen — + b, x™* cos — )
X e=k+1 x x

1
x™-% sen —, k par
X

1 .
am-2% cos —, k impar
x

para ciertos numeros a, a, b,. Una vez llegados a esta conjetura, resulta
facil comprobar su validez por induccién. En efecto, al derivar el primer
término se obtiene

1 1
a(m — k)xm—t+) sen — — gx™ ¥+ cos —,
x x
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2k+1

y la segunda mitad de esta expresién puede incorporarse a la suma Y
=k+2

que aparece en la expresién buscada de f*+"(x). Andlogamente, al deri-
var el ultimo término se obtiene

1
+ (m — 2k)xm@+) gen — F xm-Uk+) cos —i—, k par (k + 1 impar)
x

+ (m — 2k)xm- 2+ cos -!— + xm-%k+) gen L, k impar (k + 1 par),
x x

2kl

y la primera mitad de cada expresién puede incorporarse a la suma ), .
£=K+2
) 2k-1

Finalmente, cada uno de los términos que aparecen en la suma Y pro-
e=k+1

porciona al derivar,dos términos que pueden ser incorporados a la nueva
2k+1

suma Y, .
£=1+2
Se sigue, en particular, que si m = 2n, entonces f*(x) tiene siempre
un factor de por lo menos x* para k<n (estando el factor restante
acotado en un intervalo alrededor de 0). De este modo, si definimos
f(0) = 0, entonces

h)—f(0
f,(0)=nmf( )—1(0)
30 h
. f(h) . .
=lim—— =0, ya que f(h) tiene un factor de por lo menos %%
h—>0

en consecuencia, si 2 <{n, entonces
f'(h) —£(0)

h
f'(h)

=lim—— =0, ya que f(k) tiene un factor de por lo menos %%
h—>0

77(0) = lim
h—>0

en consecuencia, si 3<Cn, entonces f”(0) =0, etc. Este razonamiento
(que en realidad no es sino otro razonamiento inductivo) demuestra que
f(0) = ... =f"(0) = 0. Por otra parte, f™(x) es una suma de términos
que tienen un factor de por lo menos x?% junto con + sen 1/x o + cos 1/x,
con lo que " no es continua en 0.

Si m = 2n + 1, entonces f*(x) tiene siempre un factor de por lo me-
nos x* para k <, de modo que f(0) = ... = f(0) = 0, pero f™(x) es una
suma de términos que tienen un factor de por lo menos x% junto con
+ x cos 1/x o + x sen 1/x. De esto se deduce que ™ es continua, pero

no derivable, en 0.



30. (ii)

(iv)
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= (cos y) ' (—sen x) = cos(cos x)* (—sen x).

dz  dz . dy
dx ~ dy dx

_ dz dv d
dx ~ dv du dx

= (cos v) (— sen u) (cos x) = cos(cos(sen x)) *

+ (—sen(sen x)) - cos x.



CAPITULO 11

1. (ii) f(x) =5x*+ 1 =0 para ningiun x;
f(=1)=—1, f(1)=3;
maximo = 3, minimo = — 1.
. (5x* + 1)
(*+ x4+ 1)
f(—1/2) = 32/15, f(1) = 1/3;

maximo = 32/15, minimo = 1/3.

(v) f(x) =

= 0 para ningin x;

(Obsérvese que g(x) = x°* 4+ x + 1 es creciente, puesto que g'(x) =
=5x*4+1>0 para todo x; al ser g(—1/2) =15/32>0, esto de-
muestra que g(x)7# 0 para todo x de [—1/2, 1], con lo que f es
derivable en [—1/2, 1].)

(vi) f no es acotada ni superior ni inferiormente en [0, 5].

2. (i) —4/3 es un maximo local, y 2 un minimo local.

96
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203/27

-4/3

minimos locales.

(i) No existen mAaximos ni

spivak 7
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(iii) 0 es un minimo local, y no hay maximos locales.

(iv) No hay madaximos ni minimos locales.
En la figura que sigue, a es la raiz Unica de x* + x4+ 1= 0.

-
—— — — — o —— — — — — —

(v) —1 4 /2 es un méaximo local, y—1— V2 es un minimo local.
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-1-VZ -1+JyZ

____/ .I_-_._.,.
2

Nl

(vi) No hay maximos ni minimos locales, ya que
f(x)=—(1+ x2)/(x*—1<0 para x# + 1.

3. (b) Supdngase que x e y son puntos de [a;_,, a;] y de [a;, a;,,] respec-

tivamente, con |x—a;| = |y —a;|.
X y
i 4 } } 'l
L) L v v v

Qj-1 a; 0j+i
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Entonces
|y—a|=|x—a|+|y—=x| para i<j—1,
|y—a|=|x—a|—|y—x| para i>j+1

Asi pues,
) =1x)+ |y—=x| - {G—1D—n—)}
=fx)+|y—x]| {2j—n—1}.
Esto demuestra que f decrece hasta que llega al «aq; mds interior»

y después crece. El minimo se presenta en a,_j . si n es impar y en
todo el intervalo [a,; a,3..,] si n es par.

\ \

<+

(¢) Tenemos

1 1

<
1—x + 1+a—x’ x<0
1 1
(x) = , <x<
4 1+x+ 1+a—x O<x<a
1 + 1 a<x
14x 1+x—a’ ’
con lo que
1 + ! x<0
1—x2  (d+a—x?
f(x) = —1 + 1 , O0<zx<a
(1 + x)? 1l+a—x)
—1 1
a<Xx.

A+x¢ (A+zxz—ay
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Asi pues, f crece en (—oo, 0] y decrece en [a, o¢), con lo que el
méximo de f en [0, a] es el maximo en R. Si f(x) =0 para x en
(0, a), entonces

14+xP—A+a—xP=0,

cuya solucién tnica es x = a/2. Puesto que

a 4 2+a
7(7)—"2—;_—a< 1+a=f(0)=f(a),

el maximo es (2 + a)/(1 + a).

4. (ii) Todos los x irracionales son minimos locales, y todos los x raciona-
les son maximos locales.

(iv) Todos los 1/n con n en N son maximos locales y todos los demas x
son minimos locales.

-
-
-
-
-

n par n impar

10. (a) 1 es un minimo local, y 2 es un maximo local. La naturaleza de los
puntos criticos —1 y 3 puede determinarse por el comportamiento
de f(x) para valores grandes de | x|:
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11.

n par | n impar

(b) No, ya que si 2 fuese el punto critico mayor, entonces f tendria que
ser decreciente en (3, &), puesto que 2 es un maximo local.

Sea f(x) = r(x)/s(x), siendo r y s funciones polinémicas. Es posible que
r y s tengan una raiz comdn g, pero en este caso r(x) = (x—a)r(x) y
s(x) = (x—a)s,(x) para ciertas funciones polinémicas r, y s; (proble-
ma 3-7). Esto significa que f(a) no estd definido, pero que es f(x) =
= r(x)/s(x) para x3~a (y s(x)3%0). Una vez sacados fuera todos los
factores lineales comunes a v y a s, la grafica de f resulta ser igual, salvo
en un numero finito de puntos, a la gréfica de

a,x" + a,_ 1 x" 1+ ... + a, _ p(x)
bpx™ + b X"+ ...+ b, g(x)’

g(x) =

donde p y g no tienen raices comunes. La funcién g estd definida en
todos los puntos a, excepto en aquellos en que es g(a) = 0 (de los cuales
existen a lo sumo ). En las proximidades de tales puntos, la grafica es
semejante a uno de los tipos (a), (b), (c) o (d), indicados en la figura
que sigue,

Q —— — — ——
Dﬁ—— g

(a) (b)
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12.

13.

——— . ——— ——— — O

(c) (d)

dependiendo ello del signo de p(a) y de si a es un maximo o minimo
local para g o de si g es creciente o decreciente en un intervalo alrede-
dor de a. Puesto que

_q(x) p'(x) — p(x) g'(x)
B [g(x)P?

y que gp’— pq’ es una funcién polinémica de grado a lo sumo m + n,
existen a lo mds m 4+ n maximos y minimos locales. En los intervalos
entre estos puntos y los puntos de discontinuidad, g es o bien creciente
o bien decreciente. El comportamiento de g(x) para valores grandes de
x, positivos o negativos, ya ha sido tratado en los problemas 5-30 y 5-32.

g(x)

(a) Esto es una consecuencia del problema 3-7 y del hecho de que el
grado de la diferencia de las dos funciones polinémicas es a lo sumo
max (m, n).

(b) Si m>mn, sea f; una funcién polinémica con m raices y sean
f(x) = filx) + x* y g(x) = x~.

(a) La funcién polinémica f’, de grado n—1, tiene k raices, y carece
de raices multiples, ya que es f”’(x)# 0 cuando f(x) = 0. Se sigue
del problema 7-4 que n—1— k es impar.

(b) Al ser par n — 1— k, existe una funcién polinémica g de grado n —1
con exactamente k raices. Témese f como una funcién polinémica
de grado n con f = g (problema 10-17).

(c) Sea ¢ =k + k, y sean a,<a,_;<...<a, todos los maximos y mini-
mos locales. En los intervalos entre estos puntos, f es o bien crecien-

te o bien decreciente. Al ser lim f(x) = oo, la funcién f debe ser cre-
500

ciente en (a,, o). Por lo tanto @, debe ser un minimo local. En con-
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(d)

15. (a)

(b)

secuencia, f debe ser decreciente en (a; @), lo cual demuestra que
a, debe ser un maximo local.

i
T

as a2 a;

-

Siguiendo de esta manera, vemos que a;, es un minimo local si k
es impar y un méximo local si k es par.

Pero si n es par, entonces a, debe ser un minimo local, ya que
lim f(x) = oc. Asi pues, ¢ tiene que ser impar, con lo que a,, g, ..., a,
z5-00

seran los minimos locales y a,, ..., a,_; los maximos locales. En con-
secuencia, k, = k; + 1. Si n es impar, entonces a tiene que ser un

méaximo local, ya que lim f(x) = — oc. El mismo tipo de razonamien-
z——-00

to hace ver en este caso que es k; = k.

Las hipétesis implican que n—1-—(k, + k,) es par. Sea ¢ =
= [n—1—(k, + k;)1/2, y elijase una funcién polinémica f de grado
n con f' de la forma indicada en la ayuda. Al ser (1 + x*¥ > 0 para
todo x, se sigue que f(x)>0 para x> a, ., Y que el signo de f

cambia al pasar de (a;_,, a;) a (a;_, a;_;). Asi pues, a
son minimos locales y a 4

kyt+ky’ ak,+k;—2 [

son maximos locales.

kit S o

Apliquese el teorema del valor medio a f—g: Si x> g, tenemos
f(x)—g(x) _ f(x)—g(x) —[f(a) — g(a)]
x—a x—a
=f(y)—g»)>0 para algan y de (a, x).

Al ser x—a>0, se sigue que f(x)— g(x)>0. Andlogamente, si
x—a<0, entonces f(x) < g(x).

Se indica un ejemplo a continuacién
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rd

-/

18. (a) La posicién en el tiempo ¢ es
((v cos a)t,— 4,912 + (v sen a)t).

Si cos a =0, con lo que la bala es lanzada verticalmente, entonces
estos puntos estdn todos sobre una recta. Si cos « 7% 0, entonces el
conjunto de todos estos puntos es igual al conjunto de todos los
puntos

4,91
(t, ————— + (tan a)t),
v COoS a
con lo que la trayectoria de la bala estard sobre la gréfica de
— 4,95
f(x) = ——— + (tan a)x,
vV COS a
que es la grafica de una parabola.
(b) La bala toca el suelo en el tiempo ¢t> 0 en que
0=—49¢ 4+ (v sen a)t,

o t = (v sen a)/4,9 (por supuesto, consideramos sélo a«>0). Ha re-
corrido una distancia horizontal de

d(a) = (v cos a) * —v:%i
__ v’ sen a Cos a
- 4,9
Resulta ahora que d(a) es maximo para un a tal que
0 v
=d = 2 o — 2
d'(a) 79 [cos? a — sen? a],

con lo que tan a = + 1. Puesto que estamos considerando solamente
a positivo, resultard que « es un angulo de 45 grados.
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19. (a) Queda indicada mas abajo una funcién que retine estas condiciones.
Como ejemplo explicito podemos tomar f(x) = (sen x*)/x. Entonces
lim f(x) = 0, pero
>0

2x* sen x*—sen x*
x2
sen x?
x2 Ed

f(x)=

=2 sen x>—

con lo que lim f(x) no existe.
2500

(b) Sea [-hm f(x). Si ¢>0, entonces existirfa algin N tal que

If(x)—é | < | ¢]/2 para x> N. Esto implicaria que f(x)>|/]/2.
Pero esto implicaria también, segun el teorema del valor medio,

que
(x—N)| 2|
f(x) > f(N) + T para x> N,
lo que significaria que lim f(x) no existe. Anadlogamente, tampoco

z-300
puede ser lim f(x) <O0.
500

(c) Sea ¢ =lim f’(x). Si ¢> 0, entonces, lo mismo que en la parte (a),
500
tenemos lim f(x) = oc. Una nueva aplicacién del teorema del valor
r-500
medio hace ver que lim f(x) = o, en contradiccién con la hipétesis.
500

De manera andloga se ve que tampoco puede ser lim f(x)<0.

(d) Una demostracién anéaloga hace ver que si 11m f(x) y hm ¥(x), exis-

ten, entonces lim f(x) = 11m f(x)=..= hm ¥ (x) = 0
z->00

20. Si g(x)#0 para todo x de (a, b), entonces la funcién A(x) = f(x)/g(x)
es derivable en (a, b), y por hipétesis
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23.
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gx) f(x)—f(x) g'(x)
[g(x)]* B

Esto significa que f/g es constante en (a, b), con lo que f =c* g en (a, b)
para algin ¢ 0. Al ser f y g continuas, se sigue que f(a) = ¢ - g(a), con
lo que g(a) = 0, en contradiccién con la hipétesis.

H(x) = 0.

Tenemos
f(x) = lim M
>z y—x
Ahora bien,
D=1 | < oo
y—x

y lim (x—y)**' =0, ya que es n— 1> 0. En consecuencia, f(x) = 0 para
y->z

todo x, con lo que f es constante.

Sea

a,x"

n+1’

ax*
f(x) = ayx + -t t
Entonces f(0) =0 y f(1) = 0 por hipdtesis. El teorema de Rolle implica
que para algun x de (0, 1) tenemos
O=f(x)=a +ax+ ... + ax"
Si fu(x) = fu(x) = 0 para x<<x, de [0, 1], entonces f',(x) = 0 para algtin
x que estd en (x, x;) y que por lo tanto satisface 0 <x < 1. Pero
fu(x) = 32—3 = 3(x*—1),

con lo que es f,(x) = 0 solamente para x = + 1.
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24. El problema 7-11 hace ver que hay por lo menos un x que satisface esta
condicién. Supdéngase que hubiese dos,x,<x,;. El teorema del valor me-
dio, aplicado a [x,, x;], implicaria que

fr)—f(x%)  t—%

X — X X— X%

=1

f(x)=

para algin x de [x,, x;], en contradiccién con la hipdtesis.

25. Supéngase que f”(x) <4 para todo x de [0, 1/2]. Entonces, por el teore-
ma del valor medio, para todo x de [0, 1/2] tenemos
x)—7'(0
—f%—%(—)- = 17(x') para algin x’ de [0, x]

<4,

con lo que f(x)<4x. Aplicando de nuevo el teorema del valor medio,
tenemos

LJ;)——:E%@ = f'(x') para algun x’ de (0, x)

<4x’ < 4x,

con lo que f(x) <4x*. En consecuencia f(1/2)<1/2.

El mismo tipo de analisis puede aplicarse a f en [1/2, 1] si f(x) <—4
para todo x [0, 1/2]. Algo méas conveniente resulta introducir la funcién
g(x) =1—f(1—x), la cual satisface g(0) =0y g"(x) =—f'(1—x)<4
cuando x estd en [0, 1/2]. Segun acabamos de ver

1/2> g(1/2) = 1 —f(1/2),
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28.

30.
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con lo que f(1/2)> 1/2, en contradiccién con el resultado antes hallado.

(El resultado de este problema puede ser en realidad reforzado:
| f”(x)| >4 para algin x de [0, 1]. Para demostrar esto observamos pri-
mero que no podemos tener a la vez f(x)=4 para 0<x<<1/2 y
f’(x) = —4 para 1/2<x<(1, ya que esto implicaria que f(x) = 4x para
0<Cx<{1/2 y f(x) =—4x para 1/2<Cx <1, en cuyo caso no existiria
1”(1/2). Por otra parte, si tenemos f’(x) < 4 para todo x de (0, 1/2) pero
f“(x) < 4 para un x por lo menos, entonces tenemos f”(x) < 4x para un x
por lo menos y en consecuencia para todos los x mayores a ésie en
{0, 1/2) de donde sera f(x) < 4x* para todos estos x, con lo que f(1/2) < 1/2;
si tuviéramos también f”(x) > —4 para todo x de (1/2, 1), entonces
f(1/2) > 1/2, lo cual es una contradiccién.)

Si g(x) = f(xy), entonces

gx) =y f(xy)
1 1 ,
=Y TR f(x).
Existe, pues, un nimero c tal que g(x) = f(x) 4+ ¢ para todo x> 0. Tene-
mos ahora

f=g)=f1)+c=c
con lo que g(x) = f(x) + f(y).

Supongamos que f(a) = f(b) = 0. Si x es un méximo local de f en [a, 5],
entonces f'(x) =0 y f’(x) < 0; partiendo de la ecuacién

(x) + f(x) glx) —f(x) = 0

podemos deducir que f(x) << 0. Andlogamente, f no puede tener un mini-
mo local negativo en (a, b).

Si f(x) =0 para x; <x,<...<X,,, entonces f(x) =0 para algin x de
cada uno de los n intervalos (x;, x;,;). En consecuencia f’(x) =0 para
n—1 nameros x, etc. (Es decir, tenemos la base para una prueba por
induccioén.)

Esto es una consecuencia trivial del teorema del valor medio, ya que si
definimos

lim, f(y), x=a
glx) = f(;). a<x<b

lim_ f(y), x=0b,
y->b
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31.

32

35.

36.

entonces g es continua en [a, b] y derivable en (a, b) y g'(x) = f(x) para
los x de (a, b), por lo que existira algin x en (a, b) con

o o gb)—gla)
f(x)—g'(x)———b—:'a—'-

Tenemos
[(b)— f(a)] g'(x) = f'(x) [g(b) — g(a)].

Si g'(x) =0, entonces f(x)[g(b)— g(a)] = 0. Pero esto contradice el su-
puesto de ser g(b)# g(a), y el hecho de que f(x)7 0 (ya que g'(x) = 0).

Sea
h(x) = f(x) g(b) + g(x) f(a) — f(x) g(x).
Entonces
h(a) =h(b) = f(a) g(b),

con lo que, por el teorema de Rolle, existe algun x en (a, b) con

0 = n'(x) = f(x) g(b) + g'(x) f(a) — f'(x) g(x) — f(x) g'(x),

f'(x) [g(b) — g(x)] = g'(x) [f(x) — f(a)].

Al ser g'(x)# 0 para todo x de (a, b), tenemos también g(b) 7 g(x) para
x en (a, b) (de otro modo el teorema de Rolle, aplicado al intervalo [x, b],
implicaria que g’(x) = 0 para algin x’ de (x, b)).
Puesto que es g(0) =0 y g es continua en 0, tenemos que lim g(x) = 0.
50
Por lo tanto, por la regla de 'Hépital
, . f) L g(x)
) =lim—"==lm==
x "(x)—g'(0 17
— 1imEE o ERD—EO £7(0) = —.
30 X -0 2 2

(El limite lim g’(x)/2x podria también hallarse por la regla de I’'Hoépital.)
250

(a) Utilicese exactamente la misma demostracién que para la regla de
I’'Hoépital pero considerando solamente que x esta en (a, a + ) o en
(a— 4, a), respectivamente.

(b) De nuevo sera aplicable la demostracién del teorema de 1'Hopital,
casi palabra por palabra. (Se presenta la tentacién de aplicar la re-
gla de I'Hopital a g/f: Puesto que lim g'(x)/f(x) =0, se sigue

z3a
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(d)

37. (a)

(b)

111
que lim g(x)/f(x) = 0. Por desgracia, esto solamente implica que
z>a
lim | f(x)/g(x)| = oc.)
z->a
Al ser lim, f(1/x) = lim f(x) = 0 y lim, g(1/x) = lim g(x) = 0, la par-
z-50 0 >0 500

te (a) implica que

Him fx) tim f(/x) im —(1/x®) f'(1/x)
eso0 g(x) w0 g(l/x) et —(1/2%) g'(1/x)
f’(x)
= lim .
e300 g(%) =¢

Analogo a la parte (c), utilzando el caso x— at de la parte (b) en
lugar del de la parte (a).

Para todo € > 0 existe un a tal que

1 _,

g(x)

Esto significa, en particular, que g’(x) 40 para x> a; se sigue que
g(x) —g(a) # 0 para x> a (segun el teorema de Rolle). Por lo tanto,
el teorema del valor medio de Cauchy puede ponerse en la forma

f—fl@ )
gx)—gla) ~ g(x)

Puesto que es x’ > a, se deduce la desigualdad deseada.

<e para x > a.

para algin x’ de (aq, x).

Tenemos
fx _ f—f@  fx s —g@
glx)  glx)—egla) f(x)—f(a) g(x)

donde f(x) — f(a) # 0, g(x) 7% 0 cuando x es suficientemente grande, ya
que lim f(x) = lim g(x) = o¢. Estos limites implican también que
500 o300

?

im fx) lim g(x) — gla)
s> f(x)—f(a)  z» 8(x)
Se sigue que f(x)/g(x) puede aproximarse tanto como se quiera a

[f(x) —f(a)]/[g(x) — g(a)] sin mas que hacer x suficientemente gran-
de. Junto con la parte (a), esto hace ver que

f(x)

ﬁ-_[ ' < 2e cuando x es suficientemente grande.
8lx

=1,
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38.

39.

40.

41.

En los problemas siguientes haremos uso de otra forma del teorema de
I'Hépital: Si hm f(x)—hm glx)=00 y hm f(x)/g’'(x) = o©. entonces

11m f(x)/g(x) = oo Para demostrar esto, aphquese el problema 37 a g/f:
Al ser lim g'(x)/f(x) =0, tenemos lim g(x)/f(x) = 0. Esto implica (se-
T->00 500
gin hicimos notar en la solucién al pr—c)>b1ema 36) que lim | f(x)/g(x) | = oe.
500

Al ser lim f(x) = lim g(x) = o¢, podemos concluir que lim f(x)/g(x) =
500 500 500

(a) Al ser a un minimo de f en [a, b], para todos los # > 0 suficiente-
mente pequefios, tenemos

fla + 1) —f(a)
n

=0;

esto implica que f(a) > 0. La demostracién de que es f(b) <0 es
andloga.

(b) La parte (a) hace ver que no podemos tener el minimo de f en a o
en b, ya que suponemos que f(a) <0y f(b)> 0. Asi pues, el minimo
se presenta en algun punto x de (a, b). Entonces es f(x) =0.

(c) Sea g(x) = f(x) — cx. Entonces g'(a) = f(a)—c <0y g(b) =f(b)—
—c¢>0. Asi pues, por la parte (b), 0 = g'(x) = f(x) — ¢ para algin
x de (a, b).

Si f(a) # 0, entonces la continuidad de f implica que f = |f| o f = —|f|
en algun intervalo alrededor de a, con lo que f serd derivable en a. Si
f(a) = 0, entonces a es un minimo de |f|, con lo que |f|(a) = 0. Esto
significa que

0=lim!f(a+h)l—lf(a)l

h-=0 h

a+h
1mlf( + h)|
h->0

Esta ecuacion dice también que f'(a) = 0.

(a) Si f(x‘,) = 0 para algin x,7 0, entonces el teorema de Rolle impli-
caria que 0 = f(x) = nx*'—mn(x + y)**! para algin x de (0, x;) o
de (x,, 0). Pero esto significa que x** = (x + y)*! para y3£ 0, lo cual
es imposible, ya que g(x) = x**! es creciente (n— 1 es impar).

(b) Sea f(x) = x" + y*—(x + y)". Entonces f(0) = f(—y) = 0. Si f fuese
cero en tres puntos a < b < c, entonces el teorema de Rolle podria
aplicarse a [a, b] y [b, c] para demostrar que existen dos niimeros
x con
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0 = f(x) = nx* ! —n(x 4+ y)*7;
pero esta ecuacién se cumple solamente para x =—(x+¥), O
x = y/2 (problema 1-7).
42. La tangente por (a, a") es la grafica de
g(x) = na*(x—a) + a*
= na*'x + (1 — n)a™

Si g(x) = f(x,) para algin x,7 a, entonces el teorema de Rolle puede
aplicarse a g—f en el intervalo [a, x,], o [x,, al:

"0 = g(x)—f(x) = na*! — nx*! para algun x de (aq, x,) o de (x, a).
Esto es imposible, ya que xa y n—1 es impar, por lo que a*?! x"1,

43. La tangente por (a, f(a)) es la gréfica de

g(x) = f(a) (x—a) + f(a)
= f(a)x + f(a) — af'(a).

Si g(x,) = f(x,) para algin x,7= a, entonces
0 = g'(x) —f'(x) = f'(a) —f'(x) para algin x de (a, x) o de (x, a).
Esto es imposible, ya que f’ es creciente.
44, Al ser

xf'(x) — f(x)

X

gx) =

basta demostrar que
xf'(x) — f(x) >0,

f(x)> % para x>0.

Pero ahora el teorema del valor medio, aplicado a f en [0, x], hace ver
que

fx) _ f(x)—1(0)

= f(x') para algun x’ de [0, x]
x x—0

<f(x), ya que f es creciente.

45. Sea g(x) = (1 + x)"—(1 + nx). Entonces g(0) =0, pero
gx) =n(l + 21 —n.

Sprvak 8
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Al ser n—1 > 0 esto implica que:

g(x)<0 para —1<x<0,
>0 para x> 0.

Asi pues, g(x)>0 para —1<x<0 y para 0<x.
46. (a) O es, en realidad, un minimo en todo R, ya que f(0) =0y f(x) >0
para todo x.
(b)
h sen’(1/h)

4 -1 0'
1(0) ;lll_lf 7 '
y
f'(h) = 4h® sen(1/h) — 2h? sen(1/h) cos(1/h)  para h 0.
Asi pues,
. 4K sen(1/h) — 2h® sen(1/h) cos(1/h)
17(0) = lim
h>0 h
=0.

47. (a) Al ser f continua, f/(x) > 0 para todos los x de algin intervalo alre-
dedor de a, con lo que f es creciente en este intervalo.

(b) Tenemos
1 1
g(x) = 2x sen — — cos —,
x x
Asi pues, g’'(x) =1 cuando cos 1/x=1 (y en consecuencia sen 1/x=0),
y g(x) =—1 cuando cos 1/x = —1.
(c) Tenemos f(x) =a+ g'(x), con lo que f(x)>0 cuando g'(x)=1,
y f(x) <0 cuando g'(x) = —1.

48 (a) Tenemos

2 sen y
8(y) = —————cos y,
y
con lo que
2y cos y—2 sen
g == yyz 2 4 sen ¥

Asi pues, si g’(y) = 0, entonces
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0=2ycosy—2seny+ 3y seny,

2 sen y—jy® sen y 2—y?
1) cos y = =sen y ( .

2y 2y

De aqui que

2 g(y)=—2——m—sen y (2;;3}2)
2 2—y
= sen y (7—— 2 )
2+
= sen y (——z—y—) .
(b) Ademas, por (1) tenemos
1 —sen® y = cos® y = sen® y(Z;—;y“) 2,
con lo que
1 4
sen® y = i 4—|}:2y4'
14+ ( )
2y
con lo que, por (2)
lg(»)|=|seny|- —2%2-

29| 249 2+
vé+yt |2y v 4+ y

(c) Tenemos
f(x) =14 g(1/x).

Pero ahora tenemos claramente que g(y) <0 para valores de y tan
grandes como se quiera (ya que g(y) es practicamente ~—cos y para
valores grandes de y), asi que para valores de y tan grandes como
se quiera, tenemos

2 2
N <——t X <1
VIT
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(d)

49. (a)

(b)

(c)

(d)

por la parte (b). Asf pues, f(x) <0 para valores de x tan pequefios
como se quiera y al mismo tiempo f(x)>0 también para valores
de x tan pequefios como se quiera.

Tenemos
f(x) = o« + g(1/x).

Para valores suficientemente grandes de y tenemos g(y)> —a. Asi
que para valores suficientemente pequefios de x tenemos f'(x)>0.

Si el minimo de f en [b, 1] se presentara en algin c con b<c<1,
entonces claramente f no seria creciente en ¢, ya que tendriamos
f(x) = f(c) para todos los x < c suficientemente préximos a c. Pero
ahora, si 0 < a< b <1, entonces el minimo de f en [a, 1] es a, con
lo que f(a) <<f(b). Para obtener la desigualdad estricta f(a)<f(b),
témese un a’ con a<a’<b tal que f(a’)> f(a) (esto es posible por
ser f creciente en a); entonces es f(a) < f(a’) < f(b).

Sea a = sup S,. Si b<{y<aq, existe entonces un x en S, con y <x.
Por lo tanto, f(¥) > f(b). Ademas, al ser f creciente en a, tenemos
f(a)> f(x) para x<a suficientemente préximo a o, con lo que
f(a) > f(b). Esto demuestra que « estd en realidad en S,. Pero si
fuese a < 1, existiria un 4> 0 tal que f(x)> f(a), para a<x<a + 4.
Esto demuestra que todos estos x estdn en S,, en contradiccién con
el hecho de ser « = sup S,. Asi pues, « = sup S, = 1. Por lo tanto,
f(y) = f(b) para todo y = b.

Para valores de & suficientemente pequefios tenemos
fla + h)> f(a) si h>0,
fla + h) <f(a) si h<0,
Esto implica que
a+ h)—
fa + h) —f(a) -

0,
h

lo cual implica que
h)—
fla + h) —f(a) >
h
Al ser f'(a)> 0 tenemos, para valores de & suficientemente pequefios,
que

0.

f(a) = lim
-3

fla + h;)l—f(a) >0

Esto implica que f(a + #)> f(a) para h>0 yf(a + h)<f(a) para
h<0.
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50. Sea

51. (a)

(b)
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La parte (d) implica que f es creciente en a para todo a de [0, 1],
por lo que la parte (a) implica que f es creciente en [0, 1].

Si € >0, entonces g’(a) = f(a) + € = € >0 para todo a de [0, 1],
con lo que g es creciente en [0, 1] segin la parte (e) y por lo tanto
f(1) + € >0, o f(1)—f(0)>— €. Analogamente, % es creciente en
[0, 1], con lo que € —f(1)>—1f(0), o f(1)—f(0)<<e. Asi pues,
| f(1)—f(0)| < €. Al cumplirse esto para todo €>0, se sigue que
f(1) = f(0). (Por supuesto, el mismo razonamiento, aplicado a [a, b]
para 0<Ca<b < 1, demuestra que f(a) = f(b).)

a=sup A, donde A= {x en [x, bl: f(y) = f(x,) para todo y de
[%, x1}. Estd claro que f(a) = f(x,), ya que f es continua y existen
x tan cerca como se quiera de « con f(x) = f(x,). Es también facil
ver que f(y) = f(x,) para todo y <a. Asi pues, a estd en A. Si a< 1,
existe entonces un 4> 0 tal que f(x) <<f(a) para a<x<a+ 4, ya
que a es un maximo local. Pero f(a) = f(x,), valor minimo de f en
[a, b]. Asi pues, f(x) = f(a) para e <x<<a + 4. Esto implica que to-
dos estos x estan en A, lo cual es una contradiccién. Con esto tene-
mos que f(x) = f(x,) para todo x de [x,, b]. Una demostracién analo-
ga hace ver que f(x) = f(x,) para todo x de [a, x,].

Los puntos estrictamente maximos locales son los nimeros racio-
nales.

Sea x un punto perteneciente a todos los intervalos I, = [a,, b,].
Puesto que los puntos x, se toman todos distintos, puede ser x = x,
para un # a lo sumo. Al ser x un punto estrictamente maximo local,
existe un 4 > 0 tal que x es un maximo estricto de f en (x—73, x + 4).
Pero I, estd contenido en (—x— 4§, x + 3) para todos los n suficien-
temente grandes; témese uno de tales n para el que sea x37 x,.
Entonces f(x)> f(x,), ya que I, estd contenido en (x—3¢, x + 4),
mientras que f(x,)> f(x), por estar x en I,



APENDICE

1. (i) f’(x)=6x—2>0 para x>1/3.

f convexa
fcoéncava
Al VEER S
puntos de
inflexion

(i) 77(x) = 20x° + 1> 0 para x>—1//20.
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f convexa
/
/
/
punto de
inflexién
\ra
/
/
/
f céncava

(iil) 7(x) = 362> —48x + 12 = 12(3x* —4x + 1) = 12(3x— 1) (x—1)>0

para x<1/3 o x> 1.

convexa

f convexa fconcava
puntos deinflexién

Il
L)
|

(iv) Tenemos
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